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ABSTRAK

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (ܸ, (ܧ ditulis dengan ܩ = (ܸ, (ܧ
dimana ܸ adalah himpunan tak kosong dari titik-titik sedangkan ܧ adalah himpunan sisi 
yang menghubungkan sepasang titik dari graf. Pelabelan graf adalah suatu pemetaan 
(fungsi) yang memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan positif. 
Pelabelan cordial merupakan pemetaan biner ݂: (ܩ)ܸ → {0,1} yang menginduksi 
pelabelan pada sisi ݒݑ didefinisikan dengan |݂(ݑ) − |(ݒ)݂ sehingga memenuhi syarat 
syarat |ݒ௙(0) − |௙(1)ݒ ≤ 1 dan | ௙݁(0) − ௙݁(1)| ≤ 1.Berdasarkan hasil penelitian, graf 

circulant ௡(1,2)ܥ dengan ݊ ≥ ௡(1,3)ܥ ,6 dengan ݊ ≥ 8, dan ܥ௡(1,4) dengan ݊ ≥ 10
adalah cordial. Selain itu, graf ܥ௡(1,2) + ଵܭ dengan ݊ ≥ ௡(1,3)ܥ ,6 + ଵܭ dengan ݊ ≥8, dan ܥ௡(1,4)⨀2ܭଵ dengan ݊ ≥ 10 adalah cordial. Beberapa graf tersebut memiliki 
fungsi pelabelan yang sama yaitu ݊ genap.

Kata kunci : Graf, Pelabelan Graf, Pelabelan Cordial, Graf Circulant.

PENDAHULUAN
Teori graf lahir pada tahun 1736 melalui tulisan Euler yang berisi tentang upaya 

pemecahan masalah jembatan Konisberg. Salah satu hasil perkembangan teori graf yaitu 
munculnya konsep tentang pelabelan yang diperkenalkan pertama kali oleh Alex Rosa 
pada tahun 1967. Pelabelan graf memainkan peran vital dalam bidang ilmu pengetahuan 
seperti astronomi, teori pengkodean, radar, dan lain-lain. Selain itu, pelabelan graf dapat 
digunakan untuk memodelkan suatu masalah yang dipresentasikan oleh titik dan 
garis(sisi) agar memudahkan dalam menganalisis dan mengambil kesimpulan. Ada 
banyak jenis pelabelan graf yang dikembangkan salah satunya adalah pelabelan cordial. 
Pelabelan cordial muncul berawal dari suatu kegagalan dalam membuktikan dugaan 
bahwa pelabelan gracefull dan harmonious berlaku untuk semua pohon.
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Definisi 1 (Sudakov, 2016) Graf ܩ adalah pasangan himpuanan ܩ = (ܸ, (ܧ dimana V 
adalah himpunan titik pada graf ܩ ditulis ܸ(ܩ) dan E adalah himpunan sisi yang 
menghubungkan sepasang titik dari graf ditulis (ܩ)ܧ.
Definisi 2 (Morris, 2000) Graf sirkulan (Circulant Graphs) ܥ௡( 1,2, . . . , [ ݊/2 ] ) adalah 
graf yang dapat dibangun dari graf siklus dengan n titik (ݒଵ , ଶݒ , . . . , (௡ݒ secara terurut 
dan menambahkan sisi-sisi pada setiap titik dengan jarak (1,2, . . . , ݊/2).
Definisi 3 (Beineke, 2000) Graf lengkap (Complete Graphs) K n adalah graf sederhana 
yang setiap titiknya mempunyai sisi ke semua titik lainnya.

Definisi 4 (Gallian, 2017) Pelabelan graf adalah suatu pemetaan (fungsi) yang 
memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan positif, jika domain dari 
fungsi adalah himpunan titik maka disebut pelabelan titik (vertex labeling), sedangkan 
jika domain dari fungsi adalah himpunan sisi maka disebut pelabelan sisi (edge 
labeling), dan jika domainnya adalah himpunan titik dan sisi maka disebut pelabelan 
total (total labeling).

Definisi 5 (Cahit, 1987) Suatu pelabelan disebut pelabelan cordial jika ada pemetaan 
biner ݂: (ܩ)ܸ → {0,1} yang menginduksi pelabelan pada sisi ݁ = ݒݑ dinyatakan dengan݂ᇱ: (ܩ)ܧ → {0,1} dan didefinisikan dengan ݂ᇱ(݁ = (ݒݑ = (ݑ)݂| − |(ݒ)݂ sehingga 
memenuhi syarat |ݒ௙(0) − |௙(1)ݒ ≤ 1 dan | ௙݁(0) − ௙݁(1)| ≤ 1. 

METODE PENELITIAN

Alat dan Bahan

Dalam penelitian alat dan bahan yang dibutuhkan yaitu literatur yang 
dikumpulkan berupa buku, skripsi, artikel, jurnal atau modul yang dapat mendukung 
penelitian.

Jalannya Penelitian

Tahapan penelitian yang akan dilakukan penulis dalam penelitian ini adalah 
sebagai berikut :
1. Mengumpulkan berbagai literatur yang berhubungan dengan graf, operasi graf, 

pelabelan cordial, dan graf circulant,
2. Memahami definisi pelabelan cordial,
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3. Menentukan operasi graf yang akan digunakan,
4. Menggambar graf,
5. Mencari pelabelan cordial yang ada pada graf tersebut,
6. Mengamati pola-pola pelabelan cordial pada graf tersebut,
7. Merumuskan teorema, kemudian dibuktikan secara matematis.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Teorema 6 Misalkan graf ܩ = ;௡(1,2)ܥ ݊ ≥ 6 dengan n genap, maka G adalah cordial.

Bukti. Graf G dengan n titik, jika f merupakan pelabelan cordial pada graf G, maka 
fungsi pelabelan titiknya didefinisikan sebagai berikut : 

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0 (mod 2).1 jika ݅ = 1 (mod 2).
Sebagai akibat, maka diperoleh: 

݂(݁௜) = ൞0 (௜ݒ)݂ + (௜ାଶݒ)݂ untuk 0 < ݅ ≤ 2݊.
1 (௜ݒ)݂ + (௜ାଵݒ)݂ untuk 2݊ < ݅ ≤ ݊.

Berdasarkan dari pola fungsi pelabelan titik, diperoleh kondisi yaitu ݒ௙(0) = ௙(1)ݒ = ௡
ଶ

dan ௙݁(0) = ௙݁(1) = ݊. Kondisi tersebut memenuhi syarat pelabelan cordial yaitu 

หݒ௙(0) − ௙(1)หݒ = ቚ௡ଶ − ௡
ଶቚ = |0| < 1 dan ห ௙݁(0) − ௙݁(1)ห = |݊ − ݊| = |0| < 1. 

Teorema 7 Misalkan graf ܩ = ;௡(1,3)ܥ ݊ ≥ 8 dengan n genap, maka G adalah cordial.

Bukti. Graf G dengan n titik, f merupakan pelabelan cordial pada graf G, maka 
fungsi pelabelan titiknya didefinisikan sebagai berikut : 

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0,1 ݀݋݉) 4).1 jika ݅ = 2,3 ݀݋݉) 4).
Sebagai akibat, maka diperoleh dua kasus yaitu: 
1. Kasus I: ݊ = 0 ݀݋݉) 4)

݂(݁௜) = 0 ൜݂(ݒ௜) + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 2,4, … , (௜ݒ)݂.݊ + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 1,3, … , ݊ − 1.
݂(݁௜) = 1 ൜݂(ݒ௜) + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 1,3, … , ݊ − (௜ݒ)݂.1 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 2,4, … , ݊.
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2. Kasus II: ݊ = 2 ݀݋݉) 4)
݂(݁௜) = 0ቐ݂(ݒ௜) + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 2,4, … , ݊ − (௜ݒ)݂.2 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 1,3, … , ݊ − (௜ݒ)݂.3 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = ݊ − 2, ݅ = ݊.

݂(݁௜) = 1
⎩⎨
(௜ݒ)݂⎧ + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 1,3, … , ݊ − (௜ݒ)݂.1 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 2,4, … , ݊ − (௜ݒ)݂.4 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = ݊ − (௜ݒ)݂.1 + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = ݊.

Berdasarkan dari pola fungsi pelabelan titik, diperoleh kondisi yaitu ݒ௙(0) = ௙(1)ݒ = ௡
ଶ

dan ௙݁(0) = ௙݁(1) = ݊. Kondisi tersebut memenuhi syarat pelabelan cordial yaitu 

หݒ௙(0) − ௙(1)หݒ = ቚ௡ଶ − ௡
ଶቚ = |0| < 1 dan ห ௙݁(0) − ௙݁(1)ห = |݊ − ݊| = |0| < 1. 

Teorema 8 Misalkan graf ܩ = ;௡(1,4)ܥ ݊ ≥ 10 dengan n genap, maka G adalah 
cordial.

Bukti. Graf G dengan n titik, f merupakan pelabelan cordial pada graf G, maka 
fungsi pelabelan titiknya didefinisikan sebagai berikut : 

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0 ݀݋݉) 2).1 jika ݅ = 1 ݀݋݉) 2).
Sebagai akibat, maka diperoleh: 

݂(݁௜) = ൜0 (௜ݒ)݂ + (௜ାସݒ)݂ untuk ݅ = 1,2,… , ݊.1 (௜ݒ)݂ + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 1,2,… , ݊.
Berdasarkan dari pola fungsi pelabelan titik, diperoleh kondisi yaitu ݒ௙(0) = ௙(1)ݒ = ௡

ଶ
dan ௙݁(0) = ௙݁(1) = ݊. Kondisi tersebut memenuhi syarat pelabelan cordial yaitu 

หݒ௙(0) − ௙(1)หݒ = ቚ௡ଶ − ௡
ଶቚ = |0| < 1 dan ห ௙݁(0) − ௙݁(1)ห = |݊ − ݊| = |0| < 1. 

Teorema 9 Misalkan graf ܩ = ௡(1,2)ܥ + ;ଵܭ ݊ ≥ 6 dengan n genap, maka G adalah 
cordial.

Bukti. Graf G dengan titik sebanyak n+1, f merupakan pelabelan cordial pada graf 
G, maka fungsi pelabelan titiknya didefinisikan sebagai berikut : 

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0 ݀݋݉) 2).1 jika ݅ = 1 ݀݋݉) 2).
Sebagai akibat, maka diperoleh: 
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݂(݁௜) = 0 ቊ݂(ݒ௜) + (௜ାଶݒ)݂ untuk ݅ = 1,2,… , (௜ݒ)݂.݊ + ݂൫ݒ௝൯ untuk ݅ = 1,3,… , ݊ − 1. ݆ = ݊ + 1.
݂(݁௜) = 1 ቊ݂(ݒ௜) + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 1,2, … , (௜ݒ)݂.݊ + ݂൫ݒ௝൯ untuk ݅ = 2,4,… , ݊. ݆ = ݊ + 1.

Berdasarkan dari pola fungsi pelabelan titik, diperoleh kondisi yaitu ݒ௙(0) =௡
ଶ , ௙(1)ݒ = ௡

ଶ + 1 dan ௙݁(0) = ௙݁(1) = 2݊ − ௡
ଶ . Kondisi tersebut memenuhi syarat 

pelabelan cordial yaitu หݒ௙(0) − ௙(1)หݒ = ቚ௡ଶ − ቀ௡ଶ + 1ቁቚ = |−1| = 1 dan ห ௙݁(0) −
௙݁(1)ห = ቚ2݊ − ௡

ଶ − ቀ2݊ − ௡
ଶቁቚ = |0| < 1.

Teorema 10 Misalkan graf ܩ = ௡(1,3)ܥ + ;ଵܭ ݊ ≥ 8 dengan n genap, maka G adalah 
cordial.

Bukti. Graf G dengan titik sebanyak n+1, f merupakan pelabelan cordial pada graf 
G, maka fungsi pelabelan titiknya didefinisikan sebagai berikut : 

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0,1 ݀݋݉) 4).1 jika ݅ = 2,3 ݀݋݉) 4).
Sebagai akibat, maka diperoleh dua kasus yaitu:
1. Kasus I: ݊ = 0 ݀݋݉) 4)

݂(݁௜) = 0ቐ݂
(௜ݒ) + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 1,3, … , ݊ − (௜ݒ)݂.1 + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 2,4,… , (௜ݒ)݂.݊ + ݂൫ݒ௝൯ untuk ݅ = 2,3 ݀݋݉) 4), ݆ = ݊ + 1.

݂(݁௜) = 1ቐ݂
(௜ݒ) + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 1,3,… , ݊ − (௜ݒ)݂.1 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 2,4, … , (௜ݒ)݂.݊ + ݂൫ݒ௝൯ untuk ݅ = 1,4 ݀݋݉) 4), ݆ = ݊ + 1

2. Kasus II: ݊ = 2 ݀݋݉) 4)
݂(݁௜) = 0ቐ݂(ݒ௜) + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 2,4, … , ݊ − (௜ݒ)݂.2 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 1,3, … , ݊ − (௜ݒ)݂.3 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = ݊ − 2, ݅ = ݊.

݂(݁௜) = 1
⎩⎨
(௜ݒ)݂⎧ + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 1,3, … , ݊ − (௜ݒ)݂.1 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = 2,4, … , ݊ − (௜ݒ)݂.4 + (௜ାଷݒ)݂ untuk ݅ = ݊ − (௜ݒ)݂.1 + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = ݊.
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Berdasarkan dari pola fungsi pelabelan titik, diperoleh kondisi yaitu ݒ௙(0) =௡
ଶ , ௙(1)ݒ = ௡

ଶ + 1 dan ௙݁(0) = ௙݁(1) = ݊ + ௡
ଶ . Kondisi tersebut memenuhi syarat 

pelabelan cordial yaitu หݒ௙(0) − ௙(1)หݒ = ቚ௡ଶ − ቀ௡ଶ + 1ቁቚ = |−1| = 1 dan ห ௙݁(0) −
௙݁(1)ห = ቚ݊ + ௡

ଶ − ቀ݊ + ௡
ଶቁቚ = |0| < 1.

Teorema 11 Misalkan graf ܩ = ;ଵܭ௡(1,4)⨀2ܥ ݊ ≥ 10 dengan n genap, maka G adalah 
cordial.

Bukti. Graf G memiliki titik sebanyak 3݊. Jika f merupakan pelabelan cordial pada 
graf G, maka fungsi pelabelan titiknya didefinisikan sebagai berikut : 

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0 ݀݋݉) 2).1 jika ݅ = 1 ݀݋݉) 2).
Sebagai akibat, maka diperoleh: 

݂(݁௜) = 0 ቊ݂(ݒ௜) + (௜ାସݒ)݂ untuk ݅ = 1,2,… , (௜ݒ)݂.݊ + ݂൫ݒ௝൯ untuk ݅ = 1,2,… , ݊. ݆ = ݊ + 1, ݊ + 2,… ,3݊.
݂(݁௜) = 1 ቊ݂(ݒ௜) + (௜ାଵݒ)݂ untuk ݅ = 1,2,… , (௜ݒ)݂.݊ + ݂൫ݒ௝ାଵ൯ untuk ݅ = 1,2, … , ݊. ݆ = ݊ + 1, ݊ + 2,… ,3݊.

Berdasarkan dari pola fungsi pelabelan titik, diperoleh kondisi yaitu ݒ௙(0) = ௙(1)ݒ = ௡
ଶ

dan ௙݁(0) = ௙݁(1) = ݊. Kondisi tersebut memeuhi syarat pelabelan cordial yaitu 

หݒ௙(0) − ௙(1)หݒ = ቚ݊ + ௡
ଶ − ቀ݊ + ௡

ଶቁቚ = |0| < 1 dan ห ௙݁(0) − ௙݁(1)ห = |2݊ − 2݊| =
|0| < 1. 

KESIMPULAN 
Berdasarkan pembahasan di bab sebelumnya dapat diambil kesimpulan yaitu:

1. Pelabelan cordial merupakan pemetaan biner ݂: (ܩ)ܸ → {0,1} yang menginduksi 
pelabelan pada sisi ݁ = ݒݑ dinyatakan dengan ݂′: (ܩ)ܧ → {0,1} dan didefinisikan 
dengan ݂′(݁ = (ݒݑ = (ݑ)݂| − |(ݒ)݂ sehingga memenuhi syarat syarat |ݒ௙(0) |௙(1)ݒ− ≤ 1 dan | ௙݁(0) − ௙݁(1)| ≤ 1.

2. Fungsi pelabelan untuk setiap n genap pada garf circulant dan beberapa graf 
gabungan adalah sebagai berikut:
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∑ Untuk graf circulant ௡(1,2)ܥ dan graf ܥ௡(1,2) + ଵܭ yaitu:

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0 (mod 2).1 jika ݅ = 1 (mod 2).
∑ Untuk graf circulant ௡(1,3)ܥ dan graf ܥ௡(1,3) + ଵܭ yaitu:

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0,1 ݀݋݉) 4).1 jika ݅ = 2,3 ݀݋݉) 4).
∑ Untuk graf circulant ௡(1,4)ܥ dan graf ܥ௡(1,4) ⊙ ଵܭ2 yaitu:

(௜ݒ)݂ = ൜0 jika ݅ = 0 (mod 2).1 jika ݅ = 1 (mod 2).
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