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Kata Pengantar 
Alhamdulillah, segala puji syukur kami panjatkan hanya bagi Alloh SWT yang 

telah melimpahkan rahmat dan karuniaNya sehingga Seminar Nasional Matematika dan 
Pendidikan Matematika dengan tema “Peningkatan Kontribusi Penelitian  dan 
Pembelajaran Matematika dalam Upaya Pembentukan Karakter Bangsa” dapat 
terselenggara dengan lancar pada hari Sabtu, 27 November 2010. Seminar ini 
merupakan salah satu acara dalam rangkaian Pekan Ilmiah Pendidikan Matematika 
(PIPM) tahun 2010 yang diselenggarakan oleh Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA 
Universitas Negeri Yogyakarta. 

Seminar Nasional  ini diikuti tidak kurang dari 115 pemakalah yang berasal dari 
institusi pendidikan tinggi, sekolah menengah, dan lembaga lain. Beberapa institusi asal 
pemakalah antara lain Universiti Malaysia Terengganu, Universitas Syiah Kuala Banda 
Aceh, Universitas Negeri Medan, Universitas Riau, Universitas PGRI Palembang, 
Universitas  Negeri Padang, Dinas Pendidikan Kabupaten Sijunjung Sumatera Barat, 
Universitas Muhammadiyah Bengkulu, Universitas Negeri Lampung, Universitas Bina 
Nusantara Jakarta Barat, Universitas Pelita Harapan Tangerang, PPPPTK BMTI 
Bandung, Pusat Pengembangan Informatika Nuklir –Batan Serpong, UPI Bandung, 
Lembaga Penerbangan dan Antariksa Nasional (LAPAN) Bandung, UPI Kampus 
Tasikmalaya, Universitas Sultan Ageng Tirtayasa Banten, Sekolah Tinggi Keguruan 
dan Ilmu Pendidikan Yasika Majalengka, Universitas Siliwangi Tasikmalaya, 
Universitas Jenderal Soedirman, Universitas Lambung Mangkurat Banjarmasin, 
Universitas Borneo Tarakan, Universitas Tadulako, Universitas Hasanuddin, 
Universitas Negeri Makassar, Universitas Muhammadiyah Purworejo, SMP Negeri 40 
Purworejo, Universitas Negeri Yogyakarta, Universitas Gadjah Mada, UIN Sunan 
Kalijaga Yogyakarta, Universitas Ahmad Dahlan Yogyakarta, Universitas Sanata 
Dharma Yogyakarta, Universitas Sebelas Maret Surakarta, Universitas Muhammadiyah 
Surakarta, Universitas Diponegoro, Universitas Negeri Semarang, Politeknik Negeri 
Semarang, IKIP PGRI Semarang, Universitas Veteran  Bantara Sukoharjo, Sekolah 
Tinggi Agama Islam Negeri (STAIN) Purwokerto, Universitas Airlangga,  Institut 
Teknologi Surabaya, Universitas Negeri Surabaya, STIKOM Surabaya, Universitas 
Negeri Malang, IKIP Budi Utomo Malang, Universitas Katolik Widya Mandala 
Madiun, dan  Universitas Mataram NTB.  

Sesuai dengan tema seminar, semua makalah menyajikan berbagai ragam kajian 
teoritis maupun hasil penelitian matematika dan pembelajaran matematika yang 
diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap pembentukan karakter bangsa.  

Sejumlah 125 judul makalah dikelompokkan dalam 4 kategori yaitu Analisis dan 
Aljabar sebanyak 9 judul (9 pemakalah), Statistika 24 judul (23 pemakalah), Komputer 
dan Terapan 18 judul (17 pemakalah) serta  Pendidikan 74 judul (66 pemakalah). 
Makalah yang dimuat dalam prosiding ini telah melalui tahap seleksi abstrak, yakni 
melalui proses review oleh tim yang nama anggotanya tercantum pada halaman lain di 
prosiding ini.  Makalah dalam prosiding ini juga dipresentasikan dalam sidang paralel 
dalam seminar tanggal 27 November 2010. 

Semoga prosiding seminar ini dapat menjadi catatan historis bermacam 
pemikiran intelektual di negeri ini yang bermanfaat sesuai dengan tema seminar, yaitu 
memberikan kontribusi dalam pembentukan karakter bangsa.  Aamiin. 
 

Yogyakarta, 27 November 2010 
Panitia 



DAFTAR ISI 
 

Halaman Judul 
Kata Pengantar 
Daftar Isi 
Makalah Utama 
U1 : Penelitian Pembelajaran Matematika Untuk Pembentukan Karakter Bangsa 

(Didi Suryadi, Jurusan Pendidikan Matematika FPMIPA Universitas 
Pendidikan Indonesia) 

1 

U2 : Peran Penelitian Matematika dalam Upaya Pembentukan Karakter Bangsa  
(Widodo, Jurusan Matematika FMIPA UGM) 

15 

Makalah Bidang Aljabar dan Analisis 
No  Kode  NAMA  INSTANSI  JUDUL  Hal 
1  A1  Abraham Salusu 

 
Jurusan Matematika , 
Binus University, 
Jakarta Barat 
 

Penyelesaian Persamaan 
Differensial Dan Persamaan 
Linear ‐ Non Linear Dengan 
Metode Kesamaan. 

24 

2  A2  Gregoria 
Ariyanti 
 

Program Studi 
Pendidikan 
Matematika 
Universitas Widya 
Mandala Madiun 

Dekomposisi Nilai Singular 
Dan Aplikasinya 
 

33 

3  A3  Iswanti1, 
Soeparna 
Darmawijaya2
 

 Jurusan Teknik 
Elektro, Politeknik 
Negeri Semarang,  
Jurusan Matematika, 
UGM  

Ruang Linear Metrik: Sifat 
Dan Struktur Ruang Dalam 
Ruang Linear Metrik 
 

40 

4  A4   Karyati , Sri 
Wahyuni, Budi 
Surodjo,Setiadji 
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika, FMIPA 
UNY Jurusan 
Matematika , FMIPA, 
UGM  

Subsemigrup Fuzzy 
 

48 

5  A5  Muhamad Zaki 
Riyanto 
 

Pendidikan 
Matematika, FKIP, 
Universitas Ahmad 
Dahlan 

Sistem Kriptografi Kunci 
Publik Multivariat 
 

53 

6  A6  Nikken Prima 
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Prasetyo 
Muhamad Zaki 
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Makalah Bidang Statistika 
No  Kode  Nama  Instansi  Judul  Hal 
1. S1  Achmad Syahrul 

Choir1, Brodjol 
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1Mahasiswa Magister 
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Dengan Pendekatan 
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Kabupaten Semarang 
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  Fungsi Riemann Theta 
11. T11  Umi 

Mahmudah1, 
Sugiyarto2, M. 
Toifur2 
 

Jabatan Matematik, 
Fakulti Sains Dan 
Teknologi, Universiti 
Malaysia Terengganu 
Fakultas Matematika 
Dan Ilmu 
Pengetahuan Alam 
Universitas Ahmad 
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Department Of 
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Of Mathematics And 
Natural Sciences 
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 Department Of 
Industrial Electronics, 
Faculty Of 
Electronics And 
Computer 
Engineering, 
Universiti Teknikal 
Malaysia Melaka 
(Utem), Hang Tuah 
Jaya 
76100 Melaka, 
Malaysia 
Department Of 
Mathematics, Faculty 
Of Science And 
Technology 
Universiti Malaysia 
Terengganu (UMT) 
21300 Kuala 
Terengganu, 
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Prodi Matematika 
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Untuk Evaluasi 
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Meminimalkan  
Penyebaran Penyakit 
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No  Kode  Nama  Instansi  Judul   
1. P1  Aan Hasanah , 

M.Pd ‐ Prof. 
Jozua Sabandar, 
M.A., Ph.D 
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UPI 

Mengembangkan 
Kemampuan Berpikir 
Kreatif Siswa Sekolah 
Menengah Atas (SMA) 
Melalui Pembelajaran 
Kontekstual Yang 
Menekankan Pada  
Intuisi Matematis 

424 

2. P2  Achmad Buchori 
SPd.M.Pd 
 

IKIP PGRI Semarang 
 

Keefektivan Penggunaan 
Classpad Casio, Cabri 2d 
Dan Geometer’s 
Sketchpad Sebagai Media 
Pembelajaran 
Matematika 

436 

3. P3  Adi Nur 
Cahyono, S.Pd., 
M.Pd 
 

Jurusan Matematika 
FMIPA Universitas 
Negeri Semarang 
 

Vygotskian Perspective: 
Proses Scaffolding Untuk 
Mencapai 
Zone Of Proximal 
Development (ZPD) 
Peserta Didik Dalam 
Pembelajaran 
Matematika  

442 

4. P4  Agung Prabowo 
 

Program Studi 
MatematikaFakultas 
Sains dan Teknik ‐ 
Universitas Jenderal 
Soedirman 

Bilangan Dalam 
Khasanah Budaya Jawa 
 

449 

5. P5  Agung Prabowo 
 
 

Program Studi 
MatematikaFakultas 
Sains dan Teknik ‐ 
Universitas Jenderal 
Soedirman 

Memahatkan Spirit Young 
Mathematicians Pada Diri 
Siswa 

458 

6. P6  Ali Mahmudi 
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika FMIPA 
UNY Yogyakarta 

Membelajarkan Geometri 
Dengan Program 
Geogebra 

469 

7. P7  Ani Minarni  mahasiswa S3  Peran Penalaran  478 



  Pendidikan  
Matematika SPS UPI 
Bandung. 

Matematik Untuk 
Meningkatkan 
Kemampuapemecahan 
Masalah Matematik 
Siswa. 

8. P8  ARY WORO 
KURNIASIH 
 

JUR. MATEMATIKA 
FMIPA UNNES 
 

Penjenjangan 
Kemampuan Berpikir 
Kritis Mahasiswa Prodi 
Pendidikan Matematika 
Fmipa Unnes Dalam 
Menyelesaikan Masalah 
Matematika 

485 

9. P9  Asep Ikin 
Sugandi dan 
Utari Sumarmo 
 

Dosen PS. Pend. 
Matematika FKIP 
Unlam 
Banjarmasin/mhs S3 
UPI Bandung  
STKIP Siliwangi 

Pengaruh  Pembelajaran 
Berbasis Masalah Dengan 
Setting Kooperatif Jigsaw 
Terhadap Kemampuan  
Koneksi  Matematis  Serta 
Kemandirian Belajar 
Siswa SMA 

494 

10. P10  Asep Ikin 
Sugandi  dan 
Utari Sumarmo  
 

Dosen PS. Pend. 
Matematika FKIP 
Unlam 
Banjarmasin/mhs S3 
UPI Bandung  
STKIP Siliwangi 

Pengaruh  Pembelajaran 
Berbasis Masalah Dengan 
Setting Kooperatif Jigsaw 
Terhadap Kemampuan  
Komunikasi  Matematis 
 Serta Kemandirian 
Belajar Siswa SMA 

506 

11. P11  Atma Murni 
 

Dosen Pendidikan 
Matematika 
FKIP Universitas 
Riau 
 

Pembelajaran 
Matematika Dengan 
Pendekatan  
Metakognitif Berbasis 
Masalah Kontekstual 

518 

12. P12  Bambang Priyo 
Darminto 
 

Program Studi 
Pendidikan 
Matematika 
Universitas 
Muhammadiyah 
Purworejo 

Peningkatan Kreativitas 
Dan Pemecahan Masalah  
Bagi Calon Guru 
Matematika Melalui 
Pembelajaran  
Model Treffinger 

528 

13. P13  Djamilah Bondan 
Widjajanti 
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika, FMIPA 
UNY 
 
 

Perkuliahan Kolaboratif 
Berbasis Masalah 
Untuk Mahasiswa Calon 
Guru Matematika: 
Sebuah Ilustrasi 

537 

14. P14  Dwijo Susanto 
dan 
Mujiyem Sapti 
 

SMP Negeri 40 
Purworejo dan 
Prodi Pendidikan 
Matematika 
Universitas 
Muhammadiyah 
Purworejo 

Pengembangan Media 
Pembelajaran  Dalam 
Penentuan Penyelesaian 
Sistem Persamaan Linear 
Dua Variabel 

545 



15. P15  Dwiyono 
 

Jurusan matematika 
FMIPA Universitas 
Negeri Malang 

 

Lesson Study Untuk 
Meningkatkan Kualitas 
Guru dalam 
Pembelajaran 
Matematika (Hasil 
Pembelajaran) 

554 

16. P16  Fransiskus Gatot 
Iman Santoso 
 

Universitas Katolik 
Widya Mandala 
Madiun 
 

Efektifitas Pembelajaran 
Berbasis Masalah Dan 
Pembelajaran Kooperatif 
Bertipe Group 
Investigation Terhadap 
Prestasi Belajar 
Matematika Ditinjau Dari 
Kecerdasan Majemuk 
Siswa Kelas VII SMP 
Negeri Kota Madiun 

564 

17. P17  Heni Purwati  Jurusan Pendidikan 
Matematika FPMIPA 
IKIP PGRI Semarang 
 

Keefektifan Pembelajaran 
Matematika Berbasis 
Penerapan TGT 
Berbantuan Animasi 
Grafis Pada Materi 
Pecahan Kelas Iv. 

573 

18. P18  Hepsi Nindiasari 
 

Program Studi 
Pendidikan 
Matematika, 
FPMIPA, FKIP,  
Universitas Sultan 
Ageng Tirtayasa, 
Banten  

Kemampuan Berpikir 
Matematik Lanjut (Bmt) 
Alternatif Kemampuan 
Yang Perlu 
Dikembangkan Di 
Tingkat Sekolah 
Menengah  

581 

19. P19  Herry Agus 
Susanto 
 

Universitas Veteran  
Bantara Sukoharjo 
 

Pemahaman Mahasiswa 
FI Dalam Pemecahan 
Masalah Pembuktian 
Pada Konsep Grup* 

591 

20. P20  Ika Kurniasari 
 

Jurusan Matematika 
FMIPA Unesa 
 

Pembelajaran 
Matematika 
Menggunakan Website 
Www.Mathsmpsites.Com  
Untuk Memperkaya 
Pengetahuan Guru SMP 
RSBI/SBI 

602 

21. P21  Ika Kurniasari 
 
 

Jurusan Matematika 
FMIPA Unesa 
 

Penggunaan Video Kasus 
Untuk Meningkatkan 
Pemahaman Mahasiswa 
Pendidikan Matematika 
Terhadap Teori Kognitif 

608 

22. P22  Irwan, 
Wahyudin, Yaya 
S. Kusumah dan 
Jarnawi A. 

  Peningkatan 
Kemampuan Penalaran 
Matematis Dan Berpikir 
Kreatif Matematis 

615 

http://www.mathsmpsites.com/


Dahlan. 
 

Mahasiswa Melalui 
Pendekatan Problem 
Posing Model Searc, Solve, 
Create And Share (SSCS). 

23. P23  Kartinah, S.Si, 
M.Pd  

 

IKIP PGRI 
SEMARANG 

Pengembangan 
Perangkat Pembelajaran 
Pada Mata Kuliah 
Kalkulus Dengan Strategi 
Kombinasi Langsung‐
Tidak Langsung Di 
Jurusan Pendidikan 
Matematika 

628 

24. P24 Kms. 
Muhammad 
Amin Fauzi  
Didi Suryadi  
 

Unimed Pendidikan 
Matematika Medan 

Pedagogical Content 
Knowledge (PCK) 
Melalui Peran Guru Dan 
Konteks Dalam 
Antisipasi Didaktis Dan 
Pedagogis (ADP) Menuju 
Matematika Abstrak  
(Membantu Siswa 
Memahami Matematika 
Yang Abstrak 

636 

25. P25 Kms. 
Muhammad 
Amin Fauzi 
Jozua Sabandar  

 
 

Unimed Pendidikan 
Matematika Medan 

Pengembangan 
Kemandirian Belajar 
Siswa Melalui  
Pembelajaran Dengan 
Pendekatan Metakognitif  
(Membantu Siswa Dalam 
Membiasakan Berpikir 
Tentang Pikirannya) 

648 

26. P26  Lucy Karyati 
Basar 
 

FMIPA UNIMED  Kontribusi Pembelajaran  
Matematika Dalam 
Pembentukan Karakter 
Bangsa 

660 

27. P27  Maria Ulpah  
 

(Mahasiswa S3 
Pendidikan 
Matematika UPI‐
Bandung) 

Penggunaan Konteks 
Dalam Pembelajaran 
Statistika 
 

668 

28. P28  Muhammad 
Turmuzi  
 

Insan Sari  
 

Dosen Pend. 
Matematika FKIP 
Unram Mataram NTB  
 
Alumnus IKIP 
Mataram 

Penaruh Emotional 
Quotient (Eq) Terhadap 
Prestasi 
 Belajar Matematika 
Siswa Kelas X Semester II 
 MAN 3 Sumbawa Tahun 
Pelajaran 2007/2008 

674 

29. P29  Muhammad 
Turmuzi  
 

Dosen Pend. 
Matematika FKIP 
Unram Mataram 
NTB   

Penerapan Model 
Pembelajaran Inquiri 
Terpimpin Untuk 
Meningkatkan Hasil 

681 



Belajar Siswa Kelas  VIIC 
Semester II Di SMPN 1 
Batukliang Utara  Tahun 
Pelajaran 2008/2009  
 Pada Materi Pokok 
Himpunan 

30. P30  Mutijah 
 

Sekolah Tinggi 
Agama Islam Negeri 
(STAIN) Purwokerto 
 

Pembelajaran 
Matematika Di Sekolah 
Dasar Yang Berperspektif 
Gender 

691 

31. P31  Nur Hadi 
Waryanto 

Jurusan Pendidikan 
Matematika FMIPA 
UNY 

E‐Learning Readiness 
Score Sebagai Pedoman 
Penerapan E‐Learning 

699 

32. P32  Nur Hadi 
Waryanto 

Jurusan Pendidikan 
Matematika FMIPA 
UNY 

Color Theory Dalam 
Pengembangan CD 
Pembelajaran Interaktif 

708 

33. P33  Nur Izzati, S.Pd., 
M.Si. Prof Dr.. 
Didi Suryadi, 
M.Ed.  

– Dinas Pendidikan 
Kabupaten Sijunjung, 
Sumatera Barat. 
Dosen Universitas 
Pendidikan 
Indonesia, Bandung. 

Komunikasi Matematik 
Dan Pendidikan 
Matematika Realistik 
 

721 

34. P34  Risnanosanti 
 

Prodi Pendidikan 
Matematika FKIP 
Universitas 
Muhammadiyah 
Bengkulu 
 

Perbedaan Self‐Efficacy  
Terhadap Matematika 
Siswa  Berdasarkan 
Gender Dalam 
Pembelajaran Inkuiri 

730 

35. P35  Rita P. Khotimah, 
Hesti 
Triwulandari 

Universitas 
Muhammadiyah 
Surakarta Program 
Studi 
Pend.Matematika 
 

Implementasi  
Pembelajaran 
Matematika Melalui 
Strategi Pembelajaran 
Index Card Match Dan 
Giving Question And 
Getting Answers  
Ditinjau Dari Motivasi 
Belajar Siswa SMP Negeri 
2 Simo Kelas VII 
Semester Ii Tahun 
2009/2010 

737 

36. P36  Drs. Rudy 
Kurniawan, 
M.Pd 
Prof. Jozua 
Sabandar., M.A., 
Ph.D 

Program Studi 
Pendidikan 
Matematika. STKIP 
Yasika Majalengka 
Program Studi 
Pendidikan 
Matematika 
Pascasarjana UPI 
Bandung 

Pemahaman Dan 
Pemecahan Masalah 
Matematis ( Artikel 
Kajian Pendidikan 
Matematika )  
 

744 



37. P37  Rudi Santoso 
Yohanes 
 

Universitas Katolik 
Widya Mandala 
Madiun 

Membangun Kepribadian 
Siswa Melalui 
Pembelajaran 
Matematika 

751 

38. P38  Sehatta Saragih 
Sabandar Jozua  

UPI Bandung  Penerapan Pendekatan 
Pembelajaran 
Matematika Realistik 
Untuk Meningkatan 
Kemampuan Keruangan, 
Berfikir Logis Dan Sikap 
Positif Terhadap 
Matematika 

759 

39. P39  Siti Chotimah , 
Dwijo Susanto  
 

Program Studi 
Pendidikan 
Matematika FKIP 
UM Purworejo 
SMP Negeri 40 
Purworejo 

 

Peningkatan Aktivitas 
Dan Hasil Belajar 
Matematika  Melalui 
Model Pembelajaran 
Problem Posing  
Siswa Kelas VII D SMP 
Negeri 40 Purworejo 
Tahun Pelajaran 
2009/2010 

775 

40. P40  Slamet Hw., Rita 
P.Khotimahi

 

Program Studi Pend. 
Matematika UMS 

Peningkatan Kompetensi 
Guru Matematika 
Sekolah Dasar 
 Dalam Implementasi 
Pendidikan Matematika 
Realistik (PMR) Melalui 
Lesson Study 

782 

41. P41  Sugiman 
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika FMIPA 
UNY 

Fleksibilitas Matematis 
Dalam Pendidikan 
Matematika Realistik 

792 

42. P42  Sukayasa, 
Drs.M.Pd 

Email: 
sukayasa08@yahoo.co
.id 
Dosen Prodi 
Pendidikan 
Matematika FKIP 
Universitas Tadulako 

Profil Karakteristik 
Penalaran Siswa SMP  
Dalam Memecahkan 
Masalah Geometri 
(Studi Awal Dalam 
Rangka Pengembangan 
Instrumen Penelitian) 

799 

43. P43  Sukayasa,Drs. 
M.Pd 

Email: 
sukayasa08@yahoo.co
.id 
Dosen Prodi 
Pendidikan 
Matematika FKIP 
Universitas Tadulako 

Karakteristik Bernalar 
Siswa SMP 
Berkemampuan Tinggi  
Dalam Menyelesaikan 
Soal Geometri  Ditinjau  
Dari Perbedaan Gender 

810 

44. P44  Sulis Janu Hartati 
 

Mahasiswa S3 
Pendidikan 
Matematika 
Universitas Negeri 

Pemahaman Operasi 
Pembagian  
Pada Siswa SD Dengan 
Gaya Belajar Kinestetik 

822 



Surabaya 
Dosen S1 Sistem 
Informasi STIKOM 
Surabaya 

 
 

45. P45  Sumardi,Drs.M.S
i dan Luthfia 
Amni Rismiyati. 
  
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika  FKIP ‐ 
UMS 

Upaya Peningkatan 
Keaktifan Siswa Pada 
Standar Kompetensi  
Bangun Ruang Melalui 
Metode Savi 
(Somatic,Auditory,Visual,I
ntellectually)  Dengan 
Pemanfaatan Software  
Macromedia Flash (Ptk  
Kelas VIIIA SMP Negeri 
1 Boyolali Tahun Ajaran 
2009/2010) 

832 

46. P46  Suparni, S.Pd., 
M.Pd. 

Fakultas Sains dan 
Teknologi UIN Sunan 
Kalijaga Yogyakarta 

Membangun Karakter 
Bangsa Dengan Teori 
Polya Pada Pembelajaran 
Matematika  

840 

47. P47  Supratman 
 

Prodi Pendidikan 
Matematika FKIP 
Univ. Siliwangi 
Tasikmalaya 

Analisis Hasil Belajar 
Matematika Siswa 
Dengan Pembelajaran 
Open‐Ended 

847 

48. P48  Widya 
Kusumaningsih 
S.Pd, M.Pd 
 
 

IKIP PGRI Semarang  Pengembangan 
Perangkat Pembelajaran 
Matematika Dengan 
Strategi Think Talk Write 
Melalui Model 
Pembelajaran Kooperatif 
Jigsaw Untuk 
Meningkatkan 
Kemampuan Menulis 
Matematik Siswa Smp. 

865 

49. P49  Yanto Permana 
Utari Sumarmo 
 

(PPPPTK BMTI 
Bandung) 
 

Mengembangkan 
Kemampuan Pemahaman 
Dan Disposisi Matematis 
Siswa Sekolah Menengah 
Atas Melalui Model‐
Eliciting Activities 

875 

50. P50  Yonandi dan 
Sumarmo 
 

  Meningkatan 
Kemampuan Komunikasi 
Dan Disposisi Matematik 
Melalui Pembelajaran 
Kontekstual Berbantuan 
Komputer (Computer‐
Assisted Instructions)  

884 

51. P51  Dylmoon 
Hidayat, Ph. D 

Dosen Jurusan 
Pendidikan 

Himpunan Minimal 
Operasi Logika Yang 

898 



  Matematika 
Universitas Pelita 
Harapan, Tangerang 

Cukup Abstrak 
 

52. P52  Prof. Dr. 
Rusgianto HS 

Jurusan Pendidikan 
Matematika UNY 

The Relationship Between 
Reasoning, And 
Emotional Intelligence In 
Social Interaction With 
Mathematics Achievement 

905 

53. P53  Armiati dan 
Yozua Sabandar 
 

Dosen Matematika 
UNP Padang 
Dosen Matematika 
UPI, Bandung 

Pengembangan 
Perangkat Pembelajaran 
Berdasarkan Model 
Problem Base Untuk 
Menumbuhkan 
Kemampuan Komunikasi 
Matematis Dan 
Kecerdasan Emosional 
Mahasiswa 

911 

54. P54  Edi Prajitno 
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika FMIPA 
UNY 

Karya Ilmiah Guru 
Matematika Dan Lesson 
Study 

918 

55. P55  Elly Arliani 
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika FMIPA 
UNY 
 

Meningkatkan 
Kepercayaan Diri Guru 
Dan Siswa Melalui 
Lesson Study 

923 

56. P56  Himmawati Puji 
Lestari 
 

Jurusan Pendidikan 
Matematika, FMIPA 
UNY 

Pemanfaatan Excel Solver  
Dalam Pembelajaran 
Pemrograman Linear 

927 

57. P57  Hj. Epon 
Nur’aeni  
Utari Sumarmo 

UPI Kampus 
(Tasikmalaya) 
UPI 
 

Pengembangan 
Kemampuan Pemahaman 
Konsep Geometri Siswa 
Sekolah Dasar Melalui 
Pembelajaran Geometri 
Berbasis Teori Van Hiele 

932 

58. P58  Kartono 
 

Jurusan Matematika 
FMIPA UNNES 
 

Merancang Dan Menilai 
Tugas Untuk Melatih 
Kemampuan Berpikir 
Tingkat Tinggi 
Matematika (Kbttm) Bagi 
Siswa Sebagai Sisipan 
Dalam Kegiatan 
Pembelajaran  

944 

59. P59  Nila Kesumawati 
 

Dosen Pendidikan 
Matematika FKIP 
Universitas PGRI 
Palembang 

Mengembangkan 
Penalaran Dalam 
Matematika 
 

954 

60. P60  Sri  Sutarni, 
Candra  Sakti 
NWii

 

Program Studi Pend. 
Matematika 
Universitas 
Muhammadiyah 

Peningkatan Keaktifan 
Siswa Dan Prestasi 
Belajar Matematika Pada 
Segi Empat Melalui 

960 



Surakarta   Pendekatan Cooperative 
Learning Tipe Two Stay 
Two Stray(PTK Pada 
Siswa Kelas VII SMP 
Negeri 2 Sawit Boyolali) 

61. P61  Dr. Sri Hastuti 
Noer, M.Pd. 
 

Dosen Pendidikan 
Matematika FKIP 
Universitas Lampung
 

Peranan Kemandirian 
Belajar  Dalam 
Pembelajaran Berbasis 
Masalah (Prinsip Dan 
Penerapannya Pada 
Siswa SMP) 

967 

62. P62  Sri Subarinah  
 

Program Studi 
Pendidikan 
Matematika FKIP 
Universitas Mataram 

Penciptaan Suasana 
PAKEM Di Kelas Rendah 
SDN 44 Ampenan 
Mataram Dengan  ABP 
Koper Matik (Kotak 
Permainan Matematika 
Realistik)  

976 

63. P63  Suciati  Staf Pengajar 
Program Studi 
Pendidikan 
Matematika FKIP 
Universitas Borneo 
Tarakan. 

Analisis Kompetensi 
Guru Matematika SMA 
Dan Pengaruhnya 
Terhadap Prestasi Belajar 
Siswa Di Kota Tarakan 

986 

64. P64  Susilo Bekti  
 

IKIP Budi Utomo 
Malang 
 

Strategi Untuk 
Mengaktifkan Mahasiswa 
Dalam Proses 
Pembelajaran  Dan 
Mengungkap Profilnya 

993 

65. P65  Yayuk Wahyuni, 
Inna Kuswandari 

Departemen 
Matematika  Fakultas 
Sains dan Teknologi 
Universitas 
Airlangga 

Penggunaan  Tabel Alur 
Pikir (TAp) Untuk 
Peningkatan Pemahaman 
Materi Struktur Aljabar 

999 
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tema ”Peningkatan Kontribusi Penelitian dan Pembelajaran Matematika dalam Upaya Pembentukan 
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FUNGSI LYAPUNOV DAN METODA DALAM 

  ANALISIS KESTABILAN GLOBAL MODEL EPIDEMIK  

 

Yudi Ari Adi 

 
Prodi Matematika FMIPA Universitas Ahmad Dahlan Yogyakarta 

Jl. Prof. Dr. Soepomo,SH, Janturan Yogyakarta 

Email: yudiari@uad.ac.id 

 

 

ABSTRAK 

 

Telah diketahui bahwa parameter penting dalam analisis kestabilan model epidemik 

adalah angka reproduksi dasar, 𝑅0. Jika 𝑅0 ≤ 1, titik kesetimbangan bebas penyakit 

stabil global pada daerah layak dan penyakit akan lenyap, sedangkan jika 𝑅0 > 1, titik 

kesetimbangan endemik akan stabil global di dalam interior dari daerah layaknya dan 

penyakit akan selalu ada dalam suatu level epidemik tertentu.  

Fungi Lyapunov banyak dibahas dalam literature system dinamik. Pada makalah ini 

dibahas beberapa metoda untuk menunjukkan kestabilan global pada beberapa model 

dinamika populasi. Dibahas penggunaan fungsi lyapunov, prinsip invariant Lassale, 

sifat Poincare bendixon, sistem kompetisi serta second additive compound matrix untuk 

analisis kestabilan model epidemik SIRS, SEIR, serta model dinamika penyakit DBD 

baik internal maupun eksternal. 

Penelitian menunjukkan bahwa langkah kunci dalam analisis kestabilan global model 

epidemik adalah menentukan fungsi lyapunov dari sistem persamaan yang ada. 

 

Kata kunci : Angka reproduksi dasar, fungsi lyapunov, kestabilan global 

 

 

Bab 1. Pendahuluan 

Model epidemik merupakan model yang mempelajari keterkaitan individu-individu 

dalam suatu populasi, terutama dalam proses berjangkitnya wabah penyakit dalam suatu 

kawasan.  Model ini disajikan dalam suatu sistem persamaan diferensial orde satu, yang 

menggambarkan dinamika populasi individu-individu sehat, terinfeksi, laten, maupun 

recovered . Pada umumnya model ini diterapkan pada proses penyebaran penyakit, 

seperti influenza, tuberkolosis, HIV, demam berdarah, dan lain-lain.  

Salah satu parameter penting  dalam model epidemik adalah berapa banyaknya rata-rata 

kasus penyakit jika ada satu kasus primer atau lebih dikenal dengan istilah angka 

reproduksi dasar (basic reproduction number). Salah satu kegunaan penting dari 0R  

adalah untuk menentukan kriteria kestabilan dari titik kesetimbangan sistem. Jika 0R < 

1 maka titik kesetimbangan akan stabil dan epidemik akan berakhir dan jika 0R > 1 

maka akan terjadi epidemik. Kestabilan global suatu titik kesetimbangan berarti bahwa 

semua trayektori konvergen ke titik kesetimbangan tersebut. Kestabilan global untuk 

system nonlinier secara umum merupakan masalah yang tidak mudah. 

Pada 2004 , Korobeinkov [5] telah menunjukkan kestabilan global untuk model SEIR 

dan SEIS  dengan menggunakan fungsi Lyapunov. Metode Lyapunov ini pertama kali 

dikenalkan oleh Voltera, yang selanjutnya banyak dirujuk dan digunakan oleh peneliti-
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peneliti sesudahnya untuk analisis model-model epidemik. Pada 2008, Bame dkk [2] 

melakukan generalisasi metode Lyapunov untuk analisis kestabilan model SEIS dengan 

n kompartemen laten. Metode Lyapunov juga digunakan oleh Georgescu [4] pada 2006 

untuk analsis kestabilan global model dinamika virus. Dalam literatur model-model 

epidemik tersebut, juga disinggung beberapa metode dalam menentukan kestabilan 

global, misalnya dengan menggunakan fungsi Lyapunov, teori matriks gabungan dan 

system kompetisi, serta metode persamaan integral-differensial. 

Seperti telah dijelaskan pada bagian awal, bahwa parameter yang beperan penting dalam 

analisis kestabilan ini adalah angka reproduksi dasar, 0R , sehingga parameter ini harus 

ditemukan terlebih dahulu sebelum analisis kestabilan. Salah satu metode penentuan 0R

ini telah dibahas oleh Ari [1] pada 2009 dan oleh Chavez C.C. pada 2002 [3], yang 

membahas metode next generation matrix untuk menentukan 0R  pada beberapa kasus 

model dinamika populasi. 

 

Bab 2. Kajian Teori 

Berikut ini ditinjau kembali beberapa definisi dan teorema yang berkaitan dengan 

analisis kestabilan system nonlinier, diantaranya; lyapunov’s direct  dan indirect 

methods serta Lasalle’s invariance principle, second additive compound matrix, serta 

teori Poincare bendixon.  Metode langsung Lyapunov, sering disebut metode lyapunov 

kedua, adalah metode analisis kestabilan system persamaan diferensial yang dilakukan 

tanpa mengintegralkan persamaan diferensial tersebut.  

Definisi 2.1   

Suatu fungsi terdeferensial kontinu V : 𝑅𝑛 →  𝑅+   disebut fungsi definit positif  

(positive definite function) di dalam suatu daerah 𝑈 ∈ 𝑅𝑛 yang memuat titik asal, jika :  

(1) 𝑉(0) = 0 

(2) 𝑉(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑥 ≠ 0 

Fungsi V dikatakan positif semidefinit jika 𝑉(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑥 ≠ 0. 

Sebaliknya jika 𝑉(𝑥) < 0, maka disebut definit negatif, dan dikatakan semidefinit 

negatif jika 𝑉(𝑥) ≤ 0. 

Teorema 2.1.  

Misalkan x  = 0 adalah titik kesetimbangan dari sistem sistem dinamik 

 𝑥′ = 𝑓(𝑥)       (2.1) 

dimana 𝑓: 𝑈 ⟶ 𝑅𝑛  lipschitz local dan 𝑈 ∈  𝑅𝑛  domain yang memuat titik asal. 

Misalkan 𝑉: 𝑈 → 𝑅 terdiferensial kontinu, fungsi positif definit di dalam U  . 

(1) Jika 𝑉̇(𝑥) = ∇𝑉(𝑥) . 𝑓(𝑥) ≤ 0 ( negative semi definit, maka x = 0 adalah titik 

kesetimbangan yang stabil. 

(2) Jika 𝑉̇(𝑥) definit negatif, maka x = 0 merupakan titik kesetimbangan yang stabil 

asymtotik. 

Pada dua kondisi di atas, V disebut fungsi Lyapunov. Lebih lanjut jika kondisi tersebut 

dipenuhi untuk setiap 𝑥 ∈  𝑅𝑛 dan jika  ‖𝑥‖ → ∞ berakibat  𝑉(㈰) → ∞, maka x = 0 

pada kasus 1 stabil global, dan stabil global secara asymtotik (globally asymptotically 

stable) dalam kasus 2. 

Teorema 2.2 (Lyapunov indirect method) 

Misalkan 𝑥 = 0 adalah titik kesetimbangan system nonlinier 𝑥′ = 𝑓(𝑥) dengan 𝑓: 𝑈 ⟶
𝑅𝑛 kontinu terdiferensial dan U merupakan lingkungan dari 𝑥 = 0. Misalkan A  matriks 

Jacobi di 𝑥 = 0, dideinisikan dengan  
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𝐴 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|

𝑥=0
 

 

dan 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  adalah nilai eigen dari A, maka 

1. 𝑥 = 0 stabil asymtotik jika Re(𝜆𝑖) < 0 untuk setiap nilai eigen dari A 

2. 𝑥 = 0 tidak stabil jika Re(𝜆𝑖) > 0 untuk suatu nilai eigen dari A 

Selanjutnya, Lasalle’s teorem digunakan untuk menentukan kestabilan asimtotik suatu 

titik kesetimbangan dalam hal −𝑉̇(𝑥, 𝑡) tidak positif definit local. Dengan demikian 

teori ini hanya diterapkan pada system autonomous atau system periodik. Untuk 

selanjutnya penyelesaian trayektori dari system autonomous (2.1) 𝑥′ = 𝑓(𝑥)  

dinyatakan dengan 𝑠(𝑡, 𝑥0, 𝑡0), yaitu penyelesaian pada saat t di mulai dari 𝑥0 di 𝑡0.  

Definisi 2.3. 

Himpunan 𝑆 ∈  𝑅𝑛 disebut 𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑠𝑒𝑡  dari trayektori 𝑠(. , 𝑥0, 𝑡0) jika untuk setiap 

𝑦 ∈ 𝑆 terdapat barisan naik tegas 𝑡𝑛, sedemikian sehingga 𝑠(𝑡𝑛, 𝑥0, 𝑡0) → 𝑦 jika  𝑡𝑛 →
𝑦. 

Definisi 2.4. 

 Himpunan 𝑀 ∈  𝑅𝑛 disebut himpunan invariant jika untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑀 dan     

 𝑡0 ≥ 0, berlaku: 

𝑠(𝑡, _, 𝑡0) ∈ 𝑀, ∀𝑡 ≥ 𝑡0.  
Jadi himpunan 𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 untuk setiap trayektori adalah himpunan tertutup dan invariant. 

Teorema 2.3. LaSalle’s Invariance Principle. 

Misalkan 𝑉: 𝑅𝑛 → 𝑅 positif definit sedemikian sehingga pada himpunan kompak 

Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛: 𝑉(𝑥) ≤ 𝑐} berlaku 𝑉̇(𝑥) ≤ 0. Misalkan 

𝑆 = {𝑥 ∈ Ω𝑐 : 𝑉(𝑥) = 0}. 
Untuk 𝑡 → ∞, trayektori menuju  himpunan invariant terbesar di dalam S, yaitu 

himpunan 𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡-nya termuat di dalam himpunan invariant terbesar di dalam S. 

Dengan kata lain, jika S tidak memuat himpunan invarian selain x = 0, maka 0 stabil 

secara asimtotik. 

Definisi. 2.5. 

Misalkan A operator linier pada 𝑅𝑛 dan sekaligus merupakan representasi matriks yang 

bersesuaian dengan basis standard dari 𝑅𝑛. Misalkan ∧2 𝑅𝑛 menyatakan hasilkali luar 

dari 𝑅𝑛. Didefinisikan  

𝐴[2](𝑢1 ∧ 𝑢2) = 𝐴(𝑢1) ∧ 𝑢2 + 𝑢1 ∧ 𝐴(𝑢2) 

untuk 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑅𝑛. Representasi matriks dari  𝐴[2] yang bersesuaian dengan basis di 

dalam ∧2 𝑅𝑛disebut second additive compound matrix dari A. Matriks ini berukuran 

(
𝑛
2

) × (
𝑛
2

) dan memenuhi sifat (𝐴 + 𝐵)[2] =   𝐴[2] + 𝐵[2]. Jika n = 2 maka diperoleh 

𝐴2×2
[2]

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝐴. Untuk n = 3 maka second additive compound matrix dari 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) 

adalah 

𝐴[2] = [

𝑎11 + 𝑎22 𝑎23 −𝑎13

𝑎23 𝑎11 + 𝑎33 𝑎12

−𝑎31 𝑎21 𝑎22 + 𝑎33

]. 

Definisi 2.5 

Suatu himpunan tak kosong, 𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 kompak dari (2.1) yang tidak memuat titik 

kesetimbangan adalah suatu orbit tertutup. 

Teorema 2.4. 



T13: Fungsi Lyapunov dan Metoda Dalam Analisis ... Yudi Ari 

 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika                                                     397 
Yogyakarta, 27 November 2010 

 

Misalkan  n = 3 dan D  himpunan konvek. Jika sistem (3.2) kompetitif di dalam D maka 

sifat Poincare Bendixon terpenuhi.  

Definisi 2.6. 

Sistem (2.1) disebut sistem kompetisi di dalam 𝐷 ∈ 𝑅𝑛 jika untuk suatu matriks 

diagonal  

𝐻 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑛) 

dimana 𝜎𝑖 bernilai 1 atau  – 1, 𝐻−1𝐽𝐻  mempunyai elemen  

𝜎𝑖𝜎𝑗

𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥𝑗

(𝑥) ≤ 0, 𝑖 ≠ 𝑗. 

Definisi 2.7. 

Sistem (2.1) dikatakan persisten jika dan hanya jika setiap solusi yang dimulai dari 

interior D akan menuju ke jarak positif dari batas daerah fisibelnya. 

 Definisi 2.8. [Li & Muldonev] 

Misalkan  𝑥′ = 𝑓(𝑥) sistem autonomous di dalam himpunan konvek, terbatas 𝐷 ∈ 𝑅3  

yang merupakan sistem kompetisi, persisten dan mempunyai periodik orbit yang stabil. 

Jika 𝑥0 adalah satu-satunya titik kesetimbangan di dalam interior daerah fisibelnya, dan 

stabil asimtotik lokal, maka dia stabil asimtotik secara global. 

Bab 3. Analisis Kestabilan Global  

3.1  Kestabilan global menggunakan fungsi Lyapunov dan prinsip Lassale  

 

Pada bagian berikut disajikan penggunaan fungsi lyapunov dan prinsip invariant 

Lasalle untuk analisis kesetabilan global model epidemik SIRS [6]. Vargas, 2009 dalam 

[6] menunjukkan kestabilan global tiitk kesetimbangan model epidemic SIRS 

menggunakan fungsi lyapunov dan prinsip invariant Lassale. Model epidemik SIRS 

berbentuk : 

RSSIA
dt

dS
   

ISI
dt

dI
)(  

   (3.1)
 

      RI
dt

dR
)(   . 

dengan parameter A, 𝜇, 𝛽, 𝜅, dan 𝛼 konstanta positif, serta 𝛾 ≥ 0. Parameter 𝜅 

menyatakan laju perubahan individu terinfeksi menuju recoveri. Jika 𝛾 = 0 diperoleh 

model SIR, yang menunjukan bahwa individu yang sudah pernah terinfeksi akan kebal 

dan tidak akan dapat terinfeksi kembali.  

Daerah penyelesaian untuk system ini adalah himpunan invarian: 

𝐺 = {(𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈ 𝑅+
3 : 𝑆 ≥ 0, 𝐼 ≥ 0, 𝑅 ≥ 0, 𝑆 + 𝐼 + 𝑅 ≤

𝐴

𝜇
}. 

Sistem (3.1) mempunyai dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan tanpa 

penyakit (disease free equilibrium, DFE), 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = (
𝐴

𝜇
, 0,0) dan titik 

kesetimbangan penyakit ( endemic equilibrium) 𝐸∗ = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗), dengan 𝑆∗ =
𝑆0

𝑅0
,  𝐼∗ =

𝜇(𝜇+𝛾)(𝜅+𝜇+𝛼)(𝑅0−1)

𝛽(𝜅𝜇+(𝜇+𝛾)(𝛼+𝜇)
,   𝑅∗ =

𝜅𝜇(𝜅+𝜇+𝛼)(𝑅0−1)

𝛽(𝜅𝜇+(𝜇+𝛾)(𝛼+𝜇)
. 
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Dengan 𝑅0 =
𝛽𝐴

𝜇(𝜅+𝜇+_)
 adalah angka reproduksi dasar dari system (3.1) 

Kesetabilan global dari titik DFE dinyatakan dalam teorema berikut: 

Teorema 3.1. 

Titik kesetimbangan tanpa penyakit 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = (
𝐴

𝜇
, 0,0) stabil asimtotik global 

di dalam G jika 𝑅0 < 1. 
Bukti: 

Misalkan 𝑊 = {(𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈ 𝐺: 𝑆 > 0} → 𝑅 dengan 

𝑊(𝑆, 𝐼, 𝑅) =
1

2
[(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]2  +  

𝛼 + 2𝜇

𝛽
 𝐼 +  

𝛼 + 2𝜇

2𝜅
𝑅2 . 

maka  𝑊 ∈ 𝐶1[𝐺], 𝐸0 adalah minimum global dari W pada G, dan 𝑊(𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = 0. 
Turunan W sepanjang penyelesaian system (3.1) adalah 

𝑊′ = [(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]
𝑑

𝑑𝑡
(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) +  

𝛼 + 2𝜇

𝛽
 
𝑑𝐼

𝑑𝑡
+  

𝛼 + 2𝜇

2𝜅
𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

= [(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅] (𝐴 − 𝜇(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) − 𝛼𝐼) 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
(𝛽𝑆𝐼 − (𝜅 + 𝜇 + 𝛼)𝐼) 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
𝑅(𝜅𝐼 − (𝜇 + 𝛾)𝑅). 

Dengan memperhatikan 𝐴 = 𝜇𝑆0, diperoleh 

𝑊′ = [(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅] (𝜇𝑆0 − 𝜇(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) − 𝛼𝐼) 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
(𝛽𝑆𝐼 − (𝜅 + 𝜇 + 𝛼)𝐼 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
(𝜅𝑅𝐼 − (𝜇 + 𝛾)𝑅2). 

= 𝜇[(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]2 − (𝜇 + 𝛼)𝐼2 −
(𝛼 + 2𝜇)(𝜇 + 𝛾)

𝜅
𝑅2 

−
(𝛼 + 2𝜇)(𝜅 + 𝛼 + 𝜇)

𝛽
(1 − 𝑅0)𝐼. 

= 𝜇[(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]2 − (𝜇 + 𝛼)𝐼2 −
(𝛼 + 2𝜇)(𝜇 + 𝛾)

𝜅
𝑅2 

−
(𝛼 + 2𝜇)(𝜅 + 𝛼 + 𝜇)

𝛽
(1 − 𝑅0)𝐼. 

 

Terlihat bahwa jika 𝑅0 ≤ 1 maka 𝑊′ ≤ 0. 𝑊′ = 0 jika dan hanya jika 𝑆 = 𝑆0, 𝐼 = 0,  
dan 𝑅 = 0.  Dengan demikian himpunan kompak invariant terbesar di dalam {(𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈
𝐺: 𝑊′ = 0} adalah singleton {𝐸0}, dimana 𝐸0 adalah titik kesetimbangan tanpa 

penyakit. Menurut prinsip invariant LaSalle maka 𝐸0 stabil asimtotik global di dalam G. 

 

3.2  Analisis Kestabilan menggunakan teori Poincare-Bendixon 

 

Berikut ini disajikan analisis kestabilan system dinamik menggunakan fungsi 

lyapunov dan teori Poincare bendixon, seperti dikemukakan oleh Li dkk dalam [7]. 

Sistem (2.1) dikatakan memenuhi sifat Poincare Bendixon jika suatu himpunan 

𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 kompak dari (2.1) yang tidak memuat titik kesetimbangan adalah suatu orbit 

tertutup.  



T13: Fungsi Lyapunov dan Metoda Dalam Analisis ... Yudi Ari 

 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika                                                     399 
Yogyakarta, 27 November 2010 

 

Untuk sistem dengan  dimensi lebih dari tiga yang memenuhi sifat Poincare Bendixon, 

diberikan teorema untuk kestabilan global berikut: 

Teorema 3.3. 

Asumsikan  bahwa: 

(1) Terdapat suatu himpunan terserap kompak  𝐾 ⊂ 𝐷 

(2)  Persamaan (2.1) mempunyai titik kesetimbangan tunggal 𝑥̅  di dalam D. 

(3)  𝑥̅  stabil asimtotik lokal 

(4)  Sistem (2.1) memenuhi sifat Poincare Bendixon 

(5) Setiap orbit periodik dari (2.1) di dalam D mengorbit stabil secara  

      asimtotik 

Asumsi (4) terpenuhi jika D adalah daerah konvek di dalam  𝑅3 dan (2.1) merupakan 

system kompetisi di dalam D.  

Teorema 3.4. 

Suatu orbit periodik Ω = {𝑝(𝑡): 0 ≤ 𝑡 < 𝜔} dari (2.1) mengorbit stabil secara asimtotik 

dengan fase asimtotik jika sistem linier 

𝑧′(𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥

[2]

(𝑝(𝑡))𝑧(𝑡. )   (3.2) 

stabil secara asimtotik, dimana 
𝜕𝑓

𝜕𝑥

[2]

 adalah second additive compound matrix dari 

matriks jacobi 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 dari f.  

Suatu matriks dikatakan stabil jika bagiaa real semua nilai eigennya negatif.  

Teorema 3.5. 

Asumsikan bahwa : 

(1) Terdapat suatu himpunan terserap kompak  𝐾 ⊂ 𝐷 

(2) Persamaan (2.1) mempunyai titik kesetimbangan tunggal 𝑥̅  di dalam  D. 

(3) Sistem (2.1) memenuhi sifat Poincare Bendixon 

(4) Untuk setiap solusi periodik x =  p(t) dengan  𝑝(0) ∈ 𝐷 , system (3.2) 

stabil asimtotik 

(5) (−1)𝑛𝑑𝑒𝑡 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥̅)) > 0. 

Maka titik kesetimbangan 𝑥̅ stabil asimtotik global di dalam D. 

Model epidemic SEIR diberikan dalam system [5]: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜇𝑆 − 𝜆𝐼𝑆 

                                                     
 𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝜆𝐼𝑆 − (𝜖 + 𝜇) (3.3) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜖𝐸 − (𝛾 + 𝛼 + 𝜇)𝐼 

Daerah layak dari (3.3) adalah Γ = {(𝑆, 𝐸, 𝐼) ∈ 𝑅+
3 : 𝑆 ≥ 0, 𝐸 ≥ 0, 𝐼 ≥ 0, 𝑆 + 𝐸 + 𝐼 ≤

𝐴

𝜇
 } 

yang adalah himpunaninvarian positif untuk (6.3). Angka reproduksi dasar untuk system 

ini adalah  𝑅0 =
𝐴𝜆𝜖

𝜇(𝜇+𝜖)(𝛾+𝜇+𝛼)
. 

Sedangkan titik kesetimbangannya adalah titik kesetimbangan tanpa penyakit, 𝑇0 =

(
𝐴

𝜇
, 0,0) , yang merupakan satu-satunya titik kesetimbangan di dalam Γ jika 𝑅0 ≤ 1. 

Jika 𝑅0 > 1, maka terdapat satu titik kesetimbangan penyakit 𝑇∗ = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗) ∈ Γ𝑜 , 

dengan   𝑆∗ =
𝐴

𝜇𝑅0
,  𝐸∗ =

𝜇(𝑅0−1)

𝜆
, 𝐼∗ =

𝜖

(𝛾+𝜇+𝛼)
𝐸∗. 
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Kestabilan titik kesetimbangan penyakit dinyatakan dalam teorema berikut 

Teorema 3.6. 

Jika 𝑅0 > 1 maka titik kesetimbangan penyakit  𝑇∗ stabil asimtotik global di dalam Γ𝑜. 

Bukti.  

Matriks Jacobi , 𝐽 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  dari system (3.3) yang bersesuaian dengan solusi 

(𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡)) adalah 

𝐽 = [

−(𝜇 + 𝜆𝐼) 0 −𝜆𝑆
𝜆𝐼 −(𝜖 + 𝜇) 𝜆𝑆
0 𝜖 −(𝛾 + 𝛼 + 𝜇)

] 

Jadi (3.3) merupakan system kompetisi di dalam daerah konvek Γ𝑜, sehingga menurut 

teorema 2.4, system (3.3) memenuhi sifat Poincare bendixon dan kondisi (1), (2), dan 

(3) dalam teorema 3.5. Selanjutnya diperoleh  second additive compound matix 

sepanjang solusi periodik (𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡)) adalah 

𝐽[2] = [

−(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖) 𝜆𝑆 𝜆𝑆
𝜖 −(2𝜇 + 𝛾 + 𝛼 + 𝜆𝐼) 0

0 𝜆𝐼 −(𝜖 + 𝛾 +㌰ + 2𝜇)

], 

atau dapat ditulis sebagai 

           𝑋′ = −(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖)𝑋 + 𝜆𝑆𝑌 + 𝜆𝑆𝑍

𝑌′ = 𝜖𝑋 − (2𝜇 + 𝛾 + 𝛼 + 𝜆𝐼)𝑌                 (3.4)

𝑍′ = 𝜆𝐼𝑌 − (𝜖 + 𝛾 + 𝛼 + 2𝜇)𝑍

 

Untuk menunjukkan bahwa (3.4) stabil asimtotik, dibentuk fungsi Lyapunov 

𝑉(𝑋, 𝑌, 𝑍; 𝑆, 𝐸, 𝐼) = 𝑠𝑢𝑝 {|𝑋|,
𝐸

𝐼
(|𝑌| + |𝑍|)}. 

Untuk suatu orbit 𝑄 dari solusi periodik (𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡))  akan berada pada jarak 

positif dari batas Γ karena persisten seragam. Dengan demikian terdapat suatu konstanta 

c > 0 sedemikian sehingga  

𝑉(𝑋, 𝑌, 𝑍; 𝑆, 𝐸, 𝐼) ≥ 𝑐 𝑠𝑢𝑝{|𝑋|, |𝑌|, |𝑍|} 

untuk semua  (𝑋, 𝑌, 𝑍) ∈ 𝑅3 dan (𝑆, 𝐸, 𝐼) ∈ 𝑄. Derivatif positif dari V sepanjang solusi 
(𝑋(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑍(𝑡)) dan (𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡)) dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝐷+|𝑋(𝑡)| ≤ −(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖)|𝑋(𝑡)| + 𝜆𝑆|𝑌(𝑡)| + 𝜆𝑆|𝑍(𝑡)| 

                                   = −(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖)|𝑋(𝑡)| +
𝜆𝐼𝑆

𝐸

𝐸

𝐼
(|𝑌(𝑡) + |𝑍(𝑡)||), 

𝐷+|𝑌(𝑡)| ≤ 𝜖|𝑋(𝑡)| − (2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝛼 + 𝛾)|𝑌(𝑡)| 
𝐷+|𝑍(𝑡)| ≤ 𝜆𝐼|𝑌(𝑡)| − (2𝜇 + 𝜖 + 𝛼 + 𝛾)|𝑍(𝑡)|. 

Dengan demikian 

𝐷+

𝐸

𝐼
(|𝑋(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|) = (

𝐸′

𝐸
−

𝐼′

𝐼
)

𝐸

𝐼
(|𝑌(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|) +

𝐸

𝐼
𝐷+(|𝑌(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|) 

≤
𝜖𝐸

𝐼
|𝑋(𝑡)| + (

𝐸′

𝐸
−

𝐼′

𝐼
− 2𝜇 − 𝛾 − 𝛼)

𝐸

𝐼
(|𝑌(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|). 

Oleh karena itu diperoleh 

𝐷+𝑉(𝑡) ≤ max{𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡)} 𝑉(𝑡), 

dimana  

𝑔1(𝑡) = 𝜆𝐼𝑆 − (2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖), 
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𝑔2(𝑡) =
𝐸′

𝐸
−  

𝐼′

𝐼
 − (2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝛼) +

𝜖𝐸

𝐼
. 

Selanjutnya dengan mengingat system (3.3), diperoleh 

𝜆𝐼𝑆

𝐸
=

𝐸′

𝐸
+ 𝜖 + 𝜇, 

𝜖𝐸

𝐼
=

𝐼′

𝐼
+ 𝛼 + 𝛾 + 𝜇. 

Jadi         max{𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡)} ≤
𝐸′(𝑡)

𝐸(𝑡)
− 𝜇 ,  sehingga dengan mengingat  E(t) periodik 

dengan periode minimal 𝜔 diperoleh 

∫ max{𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡)}

ω

0

dt ≤ ln𝐸(𝑡)|0
𝜔 − 𝜇 = −𝜇. 

 Dari persamaan teakhir, diperoleh lim
𝑡→∞

𝑉(𝑡) = 0, yang berakibat (𝑋(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑍(𝑡)) →

0 untuk 𝑡 → ∞.  Dari hasil ini dapat disimpulkan bahwa (3.4) stabil asimtotik jika 

periode minimal 𝜔 > 0. Hal ini sekaligus menunjukkan bahwa kondisi (4) dalam 

teorema 3.5 terpenuhi.  

Selanjutnya misalkan  𝐽(𝑇∗) adalah matriks Jacobi dari system (3.3),  

    Det (𝐽(𝑇∗)) = |
−𝜆𝐼∗ − 𝜇 0 −𝜆𝑆∗

𝜆𝐼∗ −𝜖 − 𝜇 𝜆𝑆∗

0 𝜖 −𝛾 − 𝛼 − 𝜇
| 

= −(𝜆𝐼∗ + 𝜇)(𝜖 + 𝜇)(𝛾 + 𝛼 + 𝜇) + 𝜆𝜖𝑆∗𝜇. 

dengan mengingat  𝜆𝜖𝑆∗ = (𝜖 + 𝜇)(𝛾 + 𝛼 + 𝜇), diperoleh  

 Det (𝐽(𝑇∗)) = = −𝜆𝐼∗(𝜖 + 𝜇)(𝛾 + 𝛼 + 𝜇) < 0.  

Dengan demikian kondisi (5) pada teorema 3.5 terpenuhi. Dengan kata lain titik 

kesetimbangan 𝑇∗ stabil global. 

Bab 4. Penutup 

Pada makalah ini dibahas beberapa metode dalam menentukan kestabilan global 

suatu model dinamika populasi. Parameter penting dalam analisis kestabilan ini adalah 

angka reproduksi dasar, 𝑅0. Jika 𝑅0 ≤ 1, titik kesetimbangan bebas penyakit stabil 

global pada daerah layak dan penyakit akan lenyap, sedangkan jika 𝑅0 > 1, titik satu-

satunya kesetimbangan endemic akan stabil global di dalam interior dari daerah 

layaknya dan penyakit akan selalu ada, berada dalam suatu level epidemic tertentu.  

Fungsi Lyapunov masih merupakan metode yang ampuh untuk menunjukkan 

kestabilan suatu system dinamik. Metode dalam analisis kestabilan global lain 

merupakan pengembangan yang berangkat dari fungsi lyapunov. Pada penelitian ini 

telah disajikan metode lyapunov, prinsip Lassale, Poincare bendixon, system kompetisi 
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serta second additive compound matriks untuk menunjukkan kestabilan global pada 

beberapa model dinamika populasi.  

Dari pembahasan di atas, tampak bahwa langkah kunci dalam analisis kestabilan 

ini adalah cara membentuk fungsi lyapunov dari system persamaan yang ada.        
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