
ISBN : 978-979-16353-5-6     
 
 
 
 
 
 

PROSIDING 
SEMINAR NASIONAL  
MATEMATIKA DAN PENDIDIKAN 
MATEMATIKA 

 
 
 

”PPeenniinnggkkaattaann  KKoonnttrriibbuussii  PPeenneelliittiiaann  ddaann  
PPeemmbbeellaajjaarraann  MMaatteemmaattiikkaa  ddaallaamm  UUppaayyaa  

PPeemmbbeennttuukkaann  KKaarraakktteerr  BBaannggssaa  ””  
 

Yogyakarta, 27 November 2010 
 
 
 

Penyelenggara : 
   Jurusan Pendidikan  Matematika  FMIPA UNY 
Kerjasama dengan 
   Himpunan Matematika Indonesia (Indo-MS)   
   wilayah Jateng dan DIY 
 
 
 

 
 
 

Jurusan Pendidikan Matematika 
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 

Universitas Negeri Yogyakarta 
2010 



 
 
PROSIDING SEMINAR NASIONAL  
MATEMATIKA DAN PENDIDIKAN 
MATEMATIKA 
27 November 2010 FMIPA Universitas Negeri Yogyakarta 
 

 
 
 

Artikel‐artikel dalam prosiding ini telah dipresentasikan pada  
Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 

pada tanggal 27 November 2010  
di Jurusan Pendidikan Matematika  

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam  
Universitas Negeri Yogyakarta  

 
 
 

 
Tim Penyunting Artikel Seminar :  

 
Dr. Hartono (UNY) 

Dr. Djamilah BW (UNY) 
Dr. Ali Mahmudi (UNY) 

Dr. Sugiman (UNY) 
Dr. Dhoriva UW (UNY) 

Sahid, M.Sc  (UNY) 
Tim Editor : 
Nur Hadi W, M.Eng. 
Kuswari H, M.Kom. 
Sri Andayani, M.Kom. 

 
 
 

Jurusan Pendidikan Matematika 
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 

Universitas Negeri Yogyakarta 
2010 

 
 



PROSIDING  
SEMINAR NASIONAL  
MATEMATIKA DAN PENDIDIKAN MATEMATIKA 2010  
 
 
PPeenniinnggkkaattaann  KKoonnttrriibbuussii  PPeenneelliittiiaann  ddaann  PPeemmbbeellaajjaarraann  
MMaatteemmaattiikkaa  ddaallaamm  UUppaayyaa  PPeemmbbeennttuukkaann  KKaarraakktteerr  BBaannggssaa 
27 November 2010 
 
 
Diselenggarakan oleh:  
Jurusan Pendidikan Matematika 
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam  
Universitas Negeri Yogyakarta  
 
 
Diterbitkan oleh  
Jurusan Pendidikan Matematika 
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam  
Universitas Negeri Yogyakarta  
Kampus Karangmalang, Sleman, Yogyakarta  
 
 
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam  
UNY, 2008  
 
 
 
Cetakan ke – 1  
Terbitan Tahun 2010 
Katalog dalam Terbitan (KDT)  
Seminar Nasional (2010 Novemver 27: Yogyakarta)  
Prosiding/ Penyunting: Hartono [et.al] – Yogyakarta: FMIPA 
Editor  : Nur Hadi  [et.al] – Yogyakarta: FMIPA  
Universitas Negeri Yogyakarta, 2010  

 
 
 
 

Penyuntingan semua tulisan dalam prosiding ini dilakukan 
oleh Tim Penyunting  Seminar Nasional MATEMATIKA DAN 
PENDIDIKAN MATEMATIKA 2010 dari Jurusan Pendidikan 
Matematika FMIPA UNY 
  
 
 
 
 



Kata Pengantar 
Alhamdulillah, segala puji syukur kami panjatkan hanya bagi Alloh SWT yang 

telah melimpahkan rahmat dan karuniaNya sehingga Seminar Nasional Matematika dan 
Pendidikan Matematika dengan tema “Peningkatan Kontribusi Penelitian  dan 
Pembelajaran Matematika dalam Upaya Pembentukan Karakter Bangsa” dapat 
terselenggara dengan lancar pada hari Sabtu, 27 November 2010. Seminar ini 
merupakan salah satu acara dalam rangkaian Pekan Ilmiah Pendidikan Matematika 
(PIPM) tahun 2010 yang diselenggarakan oleh Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA 
Universitas Negeri Yogyakarta. 

Seminar Nasional  ini diikuti tidak kurang dari 115 pemakalah yang berasal dari 
institusi pendidikan tinggi, sekolah menengah, dan lembaga lain. Beberapa institusi asal 
pemakalah antara lain Universiti Malaysia Terengganu, Universitas Syiah Kuala Banda 
Aceh, Universitas Negeri Medan, Universitas Riau, Universitas PGRI Palembang, 
Universitas  Negeri Padang, Dinas Pendidikan Kabupaten Sijunjung Sumatera Barat, 
Universitas Muhammadiyah Bengkulu, Universitas Negeri Lampung, Universitas Bina 
Nusantara Jakarta Barat, Universitas Pelita Harapan Tangerang, PPPPTK BMTI 
Bandung, Pusat Pengembangan Informatika Nuklir –Batan Serpong, UPI Bandung, 
Lembaga Penerbangan dan Antariksa Nasional (LAPAN) Bandung, UPI Kampus 
Tasikmalaya, Universitas Sultan Ageng Tirtayasa Banten, Sekolah Tinggi Keguruan 
dan Ilmu Pendidikan Yasika Majalengka, Universitas Siliwangi Tasikmalaya, 
Universitas Jenderal Soedirman, Universitas Lambung Mangkurat Banjarmasin, 
Universitas Borneo Tarakan, Universitas Tadulako, Universitas Hasanuddin, 
Universitas Negeri Makassar, Universitas Muhammadiyah Purworejo, SMP Negeri 40 
Purworejo, Universitas Negeri Yogyakarta, Universitas Gadjah Mada, UIN Sunan 
Kalijaga Yogyakarta, Universitas Ahmad Dahlan Yogyakarta, Universitas Sanata 
Dharma Yogyakarta, Universitas Sebelas Maret Surakarta, Universitas Muhammadiyah 
Surakarta, Universitas Diponegoro, Universitas Negeri Semarang, Politeknik Negeri 
Semarang, IKIP PGRI Semarang, Universitas Veteran  Bantara Sukoharjo, Sekolah 
Tinggi Agama Islam Negeri (STAIN) Purwokerto, Universitas Airlangga,  Institut 
Teknologi Surabaya, Universitas Negeri Surabaya, STIKOM Surabaya, Universitas 
Negeri Malang, IKIP Budi Utomo Malang, Universitas Katolik Widya Mandala 
Madiun, dan  Universitas Mataram NTB.  

Sesuai dengan tema seminar, semua makalah menyajikan berbagai ragam kajian 
teoritis maupun hasil penelitian matematika dan pembelajaran matematika yang 
diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap pembentukan karakter bangsa.  

Sejumlah 125 judul makalah dikelompokkan dalam 4 kategori yaitu Analisis dan 
Aljabar sebanyak 9 judul (9 pemakalah), Statistika 24 judul (23 pemakalah), Komputer 
dan Terapan 18 judul (17 pemakalah) serta  Pendidikan 74 judul (66 pemakalah). 
Makalah yang dimuat dalam prosiding ini telah melalui tahap seleksi abstrak, yakni 
melalui proses review oleh tim yang nama anggotanya tercantum pada halaman lain di 
prosiding ini.  Makalah dalam prosiding ini juga dipresentasikan dalam sidang paralel 
dalam seminar tanggal 27 November 2010. 

Semoga prosiding seminar ini dapat menjadi catatan historis bermacam 
pemikiran intelektual di negeri ini yang bermanfaat sesuai dengan tema seminar, yaitu 
memberikan kontribusi dalam pembentukan karakter bangsa.  Aamiin. 
 

Yogyakarta, 27 November 2010 
Panitia 
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Faculty Of 
Electronics And 
Computer 
Engineering, 
Universiti Teknikal 
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ABSTRAK 

 
Telah diketahui bahwa parameter penting dalam analisis kestabilan model epidemik adalah angka 

reproduksi dasar, 𝑅0. Jika 𝑅0 ≤ 1, titik kesetimbangan bebas penyakit stabil global pada daerah layak dan 

penyakit akan lenyap, sedangkan jika 𝑅0 > 1, titik kesetimbangan endemik akan stabil global di dalam 

interior dari daerah layaknya dan penyakit akan selalu ada dalam suatu level epidemik tertentu.  

Fungi Lyapunov banyak dibahas dalam literature system dinamik. Pada makalah ini dibahas beberapa 

metoda untuk menunjukkan kestabilan global pada beberapa model dinamika populasi. Dibahas 

penggunaan fungsi lyapunov, prinsip invariant Lassale, sifat Poincare bendixon, sistem kompetisi serta 

second additive compound matrix untuk analisis kestabilan model epidemik SIRS, SEIR, serta model 

dinamika penyakit DBD baik internal maupun eksternal. 

Penelitian menunjukkan bahwa langkah kunci dalam analisis kestabilan global model epidemik adalah 

menentukan fungsi lyapunov dari sistem persamaan yang ada. 

 
Kata kunci : Angka reproduksi dasar, fungsi lyapunov, kestabilan global 

 

 

Bab 1. Pendahuluan 

Model epidemik merupakan model yang mempelajari keterkaitan individu-individu 

dalam suatu populasi, terutama dalam proses berjangkitnya wabah penyakit dalam suatu 

kawasan.  Model ini disajikan dalam suatu sistem persamaan diferensial orde satu, yang 

menggambarkan dinamika populasi individu-individu sehat, terinfeksi, laten, maupun 

recovered . Pada umumnya model ini diterapkan pada proses penyebaran penyakit, 

seperti influenza, tuberkolosis, HIV, demam berdarah, dan lain-lain.  

Salah satu parameter penting  dalam model epidemik adalah berapa banyaknya rata-rata 

kasus penyakit jika ada satu kasus primer atau lebih dikenal dengan istilah angka 

reproduksi dasar (basic reproduction number). Salah satu kegunaan penting dari 0R  

adalah untuk menentukan kriteria kestabilan dari titik kesetimbangan sistem. Jika 0R < 1 

maka titik kesetimbangan akan stabil dan epidemik akan berakhir dan jika 0R > 1 maka 

akan terjadi epidemik. Kestabilan global suatu titik kesetimbangan berarti bahwa semua 

trayektori konvergen ke titik kesetimbangan tersebut. Kestabilan global untuk system 

nonlinier secara umum merupakan masalah yang tidak mudah. 

Pada 2004 , Korobeinkov [5] telah menunjukkan kestabilan global untuk model SEIR dan 

SEIS  dengan menggunakan fungsi Lyapunov. Metode Lyapunov ini pertama kali 

dikenalkan oleh Voltera, yang selanjutnya banyak dirujuk dan digunakan oleh peneliti-

peneliti sesudahnya untuk analisis model-model epidemik. Pada 2008, Bame dkk [2] 

melakukan generalisasi metode Lyapunov untuk analisis kestabilan model SEIS dengan 

n kompartemen laten. Metode Lyapunov juga digunakan oleh Georgescu [4] pada 2006 

untuk analsis kestabilan global model dinamika virus. Dalam literatur model-model 
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epidemik tersebut, juga disinggung beberapa metode dalam menentukan kestabilan 

global, misalnya dengan menggunakan fungsi Lyapunov, teori matriks gabungan dan 

system kompetisi, serta metode persamaan integral-differensial. 

Seperti telah dijelaskan pada bagian awal, bahwa parameter yang beperan penting dalam 

analisis kestabilan ini adalah angka reproduksi dasar, 0R , sehingga parameter ini harus 

ditemukan terlebih dahulu sebelum analisis kestabilan. Salah satu metode penentuan 0R

ini telah dibahas oleh Ari [1] pada 2009 dan oleh Chavez C.C. pada 2002 [3], yang 

membahas metode next generation matrix untuk menentukan 0R  pada beberapa kasus 

model dinamika populasi. 

 

Bab 2. Kajian Teori 

Berikut ini ditinjau kembali beberapa definisi dan teorema yang berkaitan dengan analisis 

kestabilan system nonlinier, diantaranya; lyapunov’s direct  dan indirect methods serta 

Lasalle’s invariance principle, second additive compound matrix, serta teori Poincare 

bendixon.  Metode langsung Lyapunov, sering disebut metode lyapunov kedua, adalah 

metode analisis kestabilan system persamaan diferensial yang dilakukan tanpa 

mengintegralkan persamaan diferensial tersebut.  

Definisi 2.1   

Suatu fungsi terdeferensial kontinu V : 𝑅𝑛 →  𝑅+   disebut fungsi definit positif  (positive 

definite function) di dalam suatu daerah 𝑈 ∈ 𝑅𝑛 yang memuat titik asal, jika :  

(1) 𝑉(0) = 0 

(2) 𝑉(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑥 ≠ 0 

Fungsi V dikatakan positif semidefinit jika 𝑉(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑈, 𝑥 ≠ 0. 

Sebaliknya jika 𝑉(𝑥) < 0, maka disebut definit negatif, dan dikatakan semidefinit negatif 

jika 𝑉(𝑥) ≤ 0. 

Teorema 2.1.  

Misalkan x  = 0 adalah titik kesetimbangan dari sistem sistem dinamik 

 𝑥′ = 𝑓(𝑥)       (2.1) 

dimana 𝑓: 𝑈 ⟶ 𝑅𝑛  lipschitz local dan 𝑈 ∈  𝑅𝑛  domain yang memuat titik asal. 

Misalkan 𝑉: 𝑈 → 𝑅 terdiferensial kontinu, fungsi positif definit di dalam U  . 

(1) Jika �̇�(𝑥) = ∇𝑉(𝑥) . 𝑓(𝑥) ≤ 0 ( negative semi definit, maka x = 0 adalah titik 

kesetimbangan yang stabil. 

(2) Jika �̇�(𝑥) definit negatif, maka x = 0 merupakan titik kesetimbangan yang stabil 

asymtotik. 

Pada dua kondisi di atas, V disebut fungsi Lyapunov. Lebih lanjut jika kondisi tersebut 

dipenuhi untuk setiap 𝑥 ∈  𝑅𝑛 dan jika  ‖𝑥‖ → ∞ berakibat  𝑉(㈰) → ∞, maka x = 0 pada 

kasus 1 stabil global, dan stabil global secara asymtotik (globally asymptotically stable) 

dalam kasus 2. 

Teorema 2.2 (Lyapunov indirect method) 

Misalkan 𝑥 = 0 adalah titik kesetimbangan system nonlinier 𝑥′ = 𝑓(𝑥) dengan 𝑓: 𝑈 ⟶
𝑅𝑛 kontinu terdiferensial dan U merupakan lingkungan dari 𝑥 = 0. Misalkan A  matriks 

Jacobi di 𝑥 = 0, dideinisikan dengan  

𝐴 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
|

𝑥=0
 

 

dan 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  adalah nilai eigen dari A, maka 

1. 𝑥 = 0 stabil asymtotik jika Re(𝜆𝑖) < 0 untuk setiap nilai eigen dari A 
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2. 𝑥 = 0 tidak stabil jika Re(𝜆𝑖) > 0 untuk suatu nilai eigen dari A 

Selanjutnya, Lasalle’s teorem digunakan untuk menentukan kestabilan asimtotik suatu 

titik kesetimbangan dalam hal −�̇�(𝑥, 𝑡) tidak positif definit local. Dengan demikian teori 

ini hanya diterapkan pada system autonomous atau system periodik. Untuk selanjutnya 

penyelesaian trayektori dari system autonomous (2.1) 𝑥′ = 𝑓(𝑥)  dinyatakan dengan 

𝑠(𝑡, 𝑥0, 𝑡0), yaitu penyelesaian pada saat t di mulai dari 𝑥0 di 𝑡0.  

Definisi 2.3. 

Himpunan 𝑆 ∈  𝑅𝑛 disebut 𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑠𝑒𝑡  dari trayektori 𝑠(. , 𝑥0, 𝑡0) jika untuk setiap 𝑦 ∈
𝑆 terdapat barisan naik tegas 𝑡𝑛, sedemikian sehingga 𝑠(𝑡𝑛, 𝑥0, 𝑡0) → 𝑦 jika  𝑡𝑛 → 𝑦. 

Definisi 2.4. 

 Himpunan 𝑀 ∈  𝑅𝑛 disebut himpunan invariant jika untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑀 dan     

 𝑡0 ≥ 0, berlaku: 

𝑠(𝑡, _, 𝑡0) ∈ 𝑀, ∀𝑡 ≥ 𝑡0.  
Jadi himpunan 𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 untuk setiap trayektori adalah himpunan tertutup dan invariant. 

Teorema 2.3. LaSalle’s Invariance Principle. 

Misalkan 𝑉: 𝑅𝑛 → 𝑅 positif definit sedemikian sehingga pada himpunan kompak 

Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛: 𝑉(𝑥) ≤ 𝑐} berlaku �̇�(𝑥) ≤ 0. Misalkan 

𝑆 = {𝑥 ∈ Ω𝑐 : 𝑉(𝑥) = 0}. 
Untuk 𝑡 → ∞, trayektori menuju  himpunan invariant terbesar di dalam S, yaitu himpunan 

𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡-nya termuat di dalam himpunan invariant terbesar di dalam S. Dengan kata lain, 

jika S tidak memuat himpunan invarian selain x = 0, maka 0 stabil secara asimtotik. 

Definisi. 2.5. 

Misalkan A operator linier pada 𝑅𝑛 dan sekaligus merupakan representasi matriks yang 

bersesuaian dengan basis standard dari 𝑅𝑛. Misalkan ∧2 𝑅𝑛 menyatakan hasilkali luar 

dari 𝑅𝑛. Didefinisikan  

𝐴[2](𝑢1 ∧ 𝑢2) = 𝐴(𝑢1) ∧ 𝑢2 + 𝑢1 ∧ 𝐴(𝑢2) 

untuk 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑅𝑛. Representasi matriks dari  𝐴[2] yang bersesuaian dengan basis di 

dalam ∧2 𝑅𝑛disebut second additive compound matrix dari A. Matriks ini berukuran 

(
𝑛
2

) × (
𝑛
2

) dan memenuhi sifat (𝐴 + 𝐵)[2] =   𝐴[2] + 𝐵[2]. Jika n = 2 maka diperoleh 

𝐴2×2
[2]

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 𝐴. Untuk n = 3 maka second additive compound matrix dari 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) 

adalah 

𝐴[2] = [

𝑎11 + 𝑎22 𝑎23 −𝑎13

𝑎23 𝑎11 + 𝑎33 𝑎12

−𝑎31 𝑎21 𝑎22 + 𝑎33

]. 

Definisi 2.5 

Suatu himpunan tak kosong, 𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 kompak dari (2.1) yang tidak memuat titik 

kesetimbangan adalah suatu orbit tertutup. 

Teorema 2.4. 

Misalkan  n = 3 dan D  himpunan konvek. Jika sistem (3.2) kompetitif di dalam D maka 

sifat Poincare Bendixon terpenuhi.  

Definisi 2.6. 

Sistem (2.1) disebut sistem kompetisi di dalam 𝐷 ∈ 𝑅𝑛 jika untuk suatu matriks diagonal  

𝐻 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑛) 

dimana 𝜎𝑖 bernilai 1 atau  – 1, 𝐻−1𝐽𝐻  mempunyai elemen  

𝜎𝑖𝜎𝑗

𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥𝑗

(𝑥) ≤ 0, 𝑖 ≠ 𝑗. 

Definisi 2.7. 
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Sistem (2.1) dikatakan persisten jika dan hanya jika setiap solusi yang dimulai dari 

interior D akan menuju ke jarak positif dari batas daerah fisibelnya. 

 Definisi 2.8. [Li & Muldonev] 

Misalkan  𝑥′ = 𝑓(𝑥) sistem autonomous di dalam himpunan konvek, terbatas 𝐷 ∈ 𝑅3  

yang merupakan sistem kompetisi, persisten dan mempunyai periodik orbit yang stabil. 

Jika 𝑥0 adalah satu-satunya titik kesetimbangan di dalam interior daerah fisibelnya, dan 

stabil asimtotik lokal, maka dia stabil asimtotik secara global. 

Bab 3. Analisis Kestabilan Global  

3.1  Kestabilan global menggunakan fungsi Lyapunov dan prinsip Lassale  

 

Pada bagian berikut disajikan penggunaan fungsi lyapunov dan prinsip invariant 

Lasalle untuk analisis kesetabilan global model epidemik SIRS [6]. Vargas, 2009 dalam 

[6] menunjukkan kestabilan global tiitk kesetimbangan model epidemic SIRS 

menggunakan fungsi lyapunov dan prinsip invariant Lassale. Model epidemik SIRS 

berbentuk : 

RSSIA
dt

dS
 +−−=  

ISI
dt

dI
)(  ++−=

   (3.1)
 

      RI
dt

dR
)(  +−= . 

dengan parameter A, 𝜇, 𝛽, 𝜅, dan 𝛼 konstanta positif, serta 𝛾 ≥ 0. Parameter 𝜅 

menyatakan laju perubahan individu terinfeksi menuju recoveri. Jika 𝛾 = 0 diperoleh 

model SIR, yang menunjukan bahwa individu yang sudah pernah terinfeksi akan kebal 

dan tidak akan dapat terinfeksi kembali.  

Daerah penyelesaian untuk system ini adalah himpunan invarian: 

𝐺 = {(𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈ 𝑅+
3 : 𝑆 ≥ 0, 𝐼 ≥ 0, 𝑅 ≥ 0, 𝑆 + 𝐼 + 𝑅 ≤

𝐴

𝜇
}. 

Sistem (3.1) mempunyai dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan tanpa 

penyakit (disease free equilibrium, DFE), 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = (
𝐴

𝜇
, 0,0) dan titik 

kesetimbangan penyakit ( endemic equilibrium) 𝐸∗ = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗), dengan 𝑆∗ =
𝑆0

𝑅0
,  𝐼∗ =

𝜇(𝜇+𝛾)(𝜅+𝜇+𝛼)(𝑅0−1)

𝛽(𝜅𝜇+(𝜇+𝛾)(𝛼+𝜇)
,   𝑅∗ =

𝜅𝜇(𝜅+𝜇+𝛼)(𝑅0−1)

𝛽(𝜅𝜇+(𝜇+𝛾)(𝛼+𝜇)
. 

Dengan 𝑅0 =
𝛽𝐴

𝜇(𝜅+𝜇+_)
 adalah angka reproduksi dasar dari system (3.1) 

Kesetabilan global dari titik DFE dinyatakan dalam teorema berikut: 

Teorema 3.1. 

Titik kesetimbangan tanpa penyakit 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = (
𝐴

𝜇
, 0,0) stabil asimtotik global 

di dalam G jika 𝑅0 < 1. 
Bukti: 

Misalkan 𝑊 = {(𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈ 𝐺: 𝑆 > 0} → 𝑅 dengan 

𝑊(𝑆, 𝐼, 𝑅) =
1

2
[(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]2  +  

𝛼 + 2𝜇

𝛽
 𝐼 +  

𝛼 + 2𝜇

2𝜅
𝑅2 . 

maka  𝑊 ∈ 𝐶1[𝐺], 𝐸0 adalah minimum global dari W pada G, dan 𝑊(𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = 0. 
Turunan W sepanjang penyelesaian system (3.1) adalah 
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𝑊′ = [(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]
𝑑

𝑑𝑡
(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) +  

𝛼 + 2𝜇

𝛽
 
𝑑𝐼

𝑑𝑡
+  

𝛼 + 2𝜇

2𝜅
𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑡
 

= [(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅] (𝐴 − 𝜇(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) − 𝛼𝐼) 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
(𝛽𝑆𝐼 − (𝜅 + 𝜇 + 𝛼)𝐼) 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
𝑅(𝜅𝐼 − (𝜇 + 𝛾)𝑅). 

Dengan memperhatikan 𝐴 = 𝜇𝑆0, diperoleh 

𝑊′ = [(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅] (𝜇𝑆0 − 𝜇(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) − 𝛼𝐼) 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
(𝛽𝑆𝐼 − (𝜅 + 𝜇 + 𝛼)𝐼 

+
𝛼 + 2𝜇

𝛽
(𝜅𝑅𝐼 − (𝜇 + 𝛾)𝑅2). 

= 𝜇[(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]2 − (𝜇 + 𝛼)𝐼2 −
(𝛼 + 2𝜇)(𝜇 + 𝛾)

𝜅
𝑅2 

−
(𝛼 + 2𝜇)(𝜅 + 𝛼 + 𝜇)

𝛽
(1 − 𝑅0)𝐼. 

= 𝜇[(𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅]2 − (𝜇 + 𝛼)𝐼2 −
(𝛼 + 2𝜇)(𝜇 + 𝛾)

𝜅
𝑅2 

−
(𝛼 + 2𝜇)(𝜅 + 𝛼 + 𝜇)

𝛽
(1 − 𝑅0)𝐼. 

 

Terlihat bahwa jika 𝑅0 ≤ 1 maka 𝑊′ ≤ 0. 𝑊′ = 0 jika dan hanya jika 𝑆 = 𝑆0, 𝐼 = 0,  
dan 𝑅 = 0.  Dengan demikian himpunan kompak invariant terbesar di dalam {(𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈
𝐺: 𝑊′ = 0} adalah singleton {𝐸0}, dimana 𝐸0 adalah titik kesetimbangan tanpa penyakit. 

Menurut prinsip invariant LaSalle maka 𝐸0 stabil asimtotik global di dalam G. 

 

3.2  Analisis Kestabilan menggunakan teori Poincare-Bendixon 

 

Berikut ini disajikan analisis kestabilan system dinamik menggunakan fungsi 

lyapunov dan teori Poincare bendixon, seperti dikemukakan oleh Li dkk dalam [7]. 

Sistem (2.1) dikatakan memenuhi sifat Poincare Bendixon jika suatu himpunan 

𝜔 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 kompak dari (2.1) yang tidak memuat titik kesetimbangan adalah suatu orbit 

tertutup.  

Untuk sistem dengan  dimensi lebih dari tiga yang memenuhi sifat Poincare Bendixon, 

diberikan teorema untuk kestabilan global berikut: 

Teorema 3.3. 

Asumsikan  bahwa: 

(1) Terdapat suatu himpunan terserap kompak  𝐾 ⊂ 𝐷 

(2)  Persamaan (2.1) mempunyai titik kesetimbangan tunggal �̅�  di dalam D. 

(3)  �̅�  stabil asimtotik lokal 

(4)  Sistem (2.1) memenuhi sifat Poincare Bendixon 

(5) Setiap orbit periodik dari (2.1) di dalam D mengorbit stabil secara  

      asimtotik 

Asumsi (4) terpenuhi jika D adalah daerah konvek di dalam  𝑅3 dan (2.1) merupakan 

system kompetisi di dalam D.  

Teorema 3.4. 
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Suatu orbit periodik Ω = {𝑝(𝑡): 0 ≤ 𝑡 < 𝜔} dari (2.1) mengorbit stabil secara asimtotik 

dengan fase asimtotik jika sistem linier 

𝑧′(𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥

[2]

(𝑝(𝑡))𝑧(𝑡. )   (3.2) 

stabil secara asimtotik, dimana 
𝜕𝑓

𝜕𝑥

[2]

 adalah second additive compound matrix dari matriks 

jacobi 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 dari f.  

Suatu matriks dikatakan stabil jika bagiaa real semua nilai eigennya negatif.  

Teorema 3.5. 

Asumsikan bahwa : 

(1) Terdapat suatu himpunan terserap kompak  𝐾 ⊂ 𝐷 

(2) Persamaan (2.1) mempunyai titik kesetimbangan tunggal �̅�  di dalam  D. 

(3) Sistem (2.1) memenuhi sifat Poincare Bendixon 

(4) Untuk setiap solusi periodik x =  p(t) dengan  𝑝(0) ∈ 𝐷 , system (3.2) 

stabil asimtotik 

(5) (−1)𝑛𝑑𝑒𝑡 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(�̅�)) > 0. 

Maka titik kesetimbangan �̅� stabil asimtotik global di dalam D. 

Model epidemic SEIR diberikan dalam system [5]: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜇𝑆 − 𝜆𝐼𝑆 

                                                     
 𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝜆𝐼𝑆 − (𝜖 + 𝜇) (3.3) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜖𝐸 − (𝛾 + 𝛼 + 𝜇)𝐼 

Daerah layak dari (3.3) adalah Γ = {(𝑆, 𝐸, 𝐼) ∈ 𝑅+
3 : 𝑆 ≥ 0, 𝐸 ≥ 0, 𝐼 ≥ 0, 𝑆 + 𝐸 + 𝐼 ≤

𝐴

𝜇
 } 

yang adalah himpunaninvarian positif untuk (6.3). Angka reproduksi dasar untuk system 

ini adalah  𝑅0 =
𝐴𝜆𝜖

𝜇(𝜇+𝜖)(𝛾+𝜇+𝛼)
. 

Sedangkan titik kesetimbangannya adalah titik kesetimbangan tanpa penyakit, 𝑇0 =

(
𝐴

𝜇
, 0,0) , yang merupakan satu-satunya titik kesetimbangan di dalam Γ jika 𝑅0 ≤ 1. Jika 

𝑅0 > 1, maka terdapat satu titik kesetimbangan penyakit 𝑇∗ = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗) ∈ Γ𝑜 , dengan   

𝑆∗ =
𝐴

𝜇𝑅0
,  𝐸∗ =

𝜇(𝑅0−1)

𝜆
, 𝐼∗ =

𝜖

(𝛾+𝜇+𝛼)
𝐸∗. 

Kestabilan titik kesetimbangan penyakit dinyatakan dalam teorema berikut 

Teorema 3.6. 

Jika 𝑅0 > 1 maka titik kesetimbangan penyakit  𝑇∗ stabil asimtotik global di dalam Γ𝑜. 

Bukti.  

Matriks Jacobi , 𝐽 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
  dari system (3.3) yang bersesuaian dengan solusi 

(𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡)) adalah 

𝐽 = [

−(𝜇 + 𝜆𝐼) 0 −𝜆𝑆
𝜆𝐼 −(𝜖 + 𝜇) 𝜆𝑆
0 𝜖 −(𝛾 + 𝛼 + 𝜇)

] 

Jadi (3.3) merupakan system kompetisi di dalam daerah konvek Γ𝑜, sehingga menurut 

teorema 2.4, system (3.3) memenuhi sifat Poincare bendixon dan kondisi (1), (2), dan (3) 

dalam teorema 3.5. Selanjutnya diperoleh  second additive compound matix sepanjang 

solusi periodik (𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡)) adalah 

T13: Fungsi Lyapunov dan Metoda dalam  ... Yudi Ari Adi 



 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika                                                     400 
Yogyakarta, 27 November 2010 

 

𝐽[2] = [

−(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖) 𝜆𝑆 𝜆𝑆
𝜖 −(2𝜇 + 𝛾 + 𝛼 + 𝜆𝐼) 0

0 𝜆𝐼 −(𝜖 + 𝛾 +㌰ + 2𝜇)

], 

atau dapat ditulis sebagai 

           𝑋′ = −(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖)𝑋 + 𝜆𝑆𝑌 + 𝜆𝑆𝑍

𝑌′ = 𝜖𝑋 − (2𝜇 + 𝛾 + 𝛼 + 𝜆𝐼)𝑌                 (3.4)

𝑍′ = 𝜆𝐼𝑌 − (𝜖 + 𝛾 + 𝛼 + 2𝜇)𝑍

 

Untuk menunjukkan bahwa (3.4) stabil asimtotik, dibentuk fungsi Lyapunov 

𝑉(𝑋, 𝑌, 𝑍; 𝑆, 𝐸, 𝐼) = 𝑠𝑢𝑝 {|𝑋|,
𝐸

𝐼
(|𝑌| + |𝑍|)}. 

Untuk suatu orbit 𝑄 dari solusi periodik (𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡))  akan berada pada jarak positif 

dari batas Γ karena persisten seragam. Dengan demikian terdapat suatu konstanta c > 0 

sedemikian sehingga  

𝑉(𝑋, 𝑌, 𝑍; 𝑆, 𝐸, 𝐼) ≥ 𝑐 𝑠𝑢𝑝{|𝑋|, |𝑌|, |𝑍|} 

untuk semua  (𝑋, 𝑌, 𝑍) ∈ 𝑅3 dan (𝑆, 𝐸, 𝐼) ∈ 𝑄. Derivatif positif dari V sepanjang solusi 

(𝑋(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑍(𝑡)) dan (𝑆(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝐼(𝑡)) dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝐷+|𝑋(𝑡)| ≤ −(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖)|𝑋(𝑡)| + 𝜆𝑆|𝑌(𝑡)| + 𝜆𝑆|𝑍(𝑡)| 

                                   = −(2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖)|𝑋(𝑡)| +
𝜆𝐼𝑆

𝐸

𝐸

𝐼
(|𝑌(𝑡) + |𝑍(𝑡)||), 

𝐷+|𝑌(𝑡)| ≤ 𝜖|𝑋(𝑡)| − (2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝛼 + 𝛾)|𝑌(𝑡)| 
𝐷+|𝑍(𝑡)| ≤ 𝜆𝐼|𝑌(𝑡)| − (2𝜇 + 𝜖 + 𝛼 + 𝛾)|𝑍(𝑡)|. 

Dengan demikian 

𝐷+

𝐸

𝐼
(|𝑋(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|) = (

𝐸′

𝐸
−

𝐼′

𝐼
)

𝐸

𝐼
(|𝑌(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|) +

𝐸

𝐼
𝐷+(|𝑌(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|) 

≤
𝜖𝐸

𝐼
|𝑋(𝑡)| + (

𝐸′

𝐸
−

𝐼′

𝐼
− 2𝜇 − 𝛾 − 𝛼)

𝐸

𝐼
(|𝑌(𝑡)| + |𝑍(𝑡)|). 

Oleh karena itu diperoleh 

𝐷+𝑉(𝑡) ≤ max{𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡)} 𝑉(𝑡), 

dimana  

𝑔1(𝑡) = 𝜆𝐼𝑆 − (2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝜖), 

𝑔2(𝑡) =
𝐸′

𝐸
−  

𝐼′

𝐼
 − (2𝜇 + 𝜆𝐼 + 𝛼) +

𝜖𝐸

𝐼
. 

Selanjutnya dengan mengingat system (3.3), diperoleh 

𝜆𝐼𝑆

𝐸
=

𝐸′

𝐸
+ 𝜖 + 𝜇, 

𝜖𝐸

𝐼
=

𝐼′

𝐼
+ 𝛼 + 𝛾 + 𝜇. 

Jadi         max{𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡)} ≤
𝐸′(𝑡)

𝐸(𝑡)
− 𝜇 ,  sehingga dengan mengingat  E(t) periodik 

dengan periode minimal 𝜔 diperoleh 
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∫ max{𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡)}

ω

0

dt ≤ ln𝐸(𝑡)|0
𝜔 − 𝜇 = −𝜇. 

 Dari persamaan teakhir, diperoleh lim
𝑡→∞

𝑉(𝑡) = 0, yang berakibat (𝑋(𝑡), 𝑌(𝑡), 𝑍(𝑡)) → 0 

untuk 𝑡 → ∞.  Dari hasil ini dapat disimpulkan bahwa (3.4) stabil asimtotik jika periode 

minimal 𝜔 > 0. Hal ini sekaligus menunjukkan bahwa kondisi (4) dalam teorema 3.5 

terpenuhi.  

Selanjutnya misalkan  𝐽(𝑇∗) adalah matriks Jacobi dari system (3.3),  

    Det (𝐽(𝑇∗)) = |
−𝜆𝐼∗ − 𝜇 0 −𝜆𝑆∗

𝜆𝐼∗ −𝜖 − 𝜇 𝜆𝑆∗

0 𝜖 −𝛾 − 𝛼 − 𝜇
| 

= −(𝜆𝐼∗ + 𝜇)(𝜖 + 𝜇)(𝛾 + 𝛼 + 𝜇) + 𝜆𝜖𝑆∗𝜇. 

dengan mengingat  𝜆𝜖𝑆∗ = (𝜖 + 𝜇)(𝛾 + 𝛼 + 𝜇), diperoleh  

 Det (𝐽(𝑇∗)) = = −𝜆𝐼∗(𝜖 + 𝜇)(𝛾 + 𝛼 + 𝜇) < 0.  

Dengan demikian kondisi (5) pada teorema 3.5 terpenuhi. Dengan kata lain titik 

kesetimbangan 𝑇∗ stabil global. 

Bab 4. Penutup 

Pada makalah ini dibahas beberapa metode dalam menentukan kestabilan global 

suatu model dinamika populasi. Parameter penting dalam analisis kestabilan ini adalah 

angka reproduksi dasar, 𝑅0. Jika 𝑅0 ≤ 1, titik kesetimbangan bebas penyakit stabil global 

pada daerah layak dan penyakit akan lenyap, sedangkan jika 𝑅0 > 1, titik satu-satunya 

kesetimbangan endemic akan stabil global di dalam interior dari daerah layaknya dan 

penyakit akan selalu ada, berada dalam suatu level epidemic tertentu.  

Fungsi Lyapunov masih merupakan metode yang ampuh untuk menunjukkan 

kestabilan suatu system dinamik. Metode dalam analisis kestabilan global lain merupakan 

pengembangan yang berangkat dari fungsi lyapunov. Pada penelitian ini telah disajikan 

metode lyapunov, prinsip Lassale, Poincare bendixon, system kompetisi serta second 

additive compound matriks untuk menunjukkan kestabilan global pada beberapa model 

dinamika populasi.  

Dari pembahasan di atas, tampak bahwa langkah kunci dalam analisis kestabilan 

ini adalah cara membentuk fungsi lyapunov dari system persamaan yang ada.        
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