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KATA PENGANTAR

i Z)\zs ezl
= — k.

Puji syukur penulis ucapkan ke hadapan Allah SWT karena berkat
rahmat, hidayah, dan karuniaNyalah penulis dapat menyelesaikan
Diktat untuk Mata Kuliah Kalkulus ini.

Tujuan penulisan diktat kuliah ini adalah untuk memberikan
pemahaman dan pembahasan dalam mendalami kalkulus dengan
Latihan soal dan pembahasan tentang Integral, Diferensial, Fungsi
Gama dan Beta, Deret, Limit Fungsi, dan Deret Pangkat. Oleh
karena itu, diharapkan setelah membaca dan mempelajari diktat
ini mahasiswa dapat menyelesaikan soal-soal kalkulus dengan
baik.

Ucapan terima kasih penulis sampaikan kepada semua pihak yang
telah membantu penulis dalam menyelesaikan penulisan diktat
ini. Akhirnya sumbang saran sangat penulis harapkan demi
kesempurnaan diktat ini. Semoga diktat ini bermanfaat bagi
seluruh pembaca, khususnya mahasiswa.

Yogyakarta, Desember 2021

Penulis
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BABI
INTEGRAL

Integral adalah antideferensial (antiturunan) atau operasi invers
terhadap diferensial. Menentukan fungsi f{x) dari f(x) berarti
menentukan antiturunan dari £(x).

Integral tak tentu
Jika F(x) adalah fungsi dari turunan F’(x) = f(x),maka f(x) adalah
integral.

f f(x)dx
2 3
[3x dx =x + ¢, dimana c = koefisien

(x3); (x3 +5); (x3 — 4) diturunkan / dideferensialkan menjadi

d /3 2
—(x)=3x
dx

d /3 2
—(x +5) 3x
dx

d /3 2
—(x —4) 3x
dx

1.1 Integral Baku
A. Rumus - Rumus Integrasi Baku

d u % .. .
1 [Sf(x)dx=f(x) +c 6. [a'du=—+ca>0az1
2. Juxv)dx= fudx+ [vdx 7. ferdu=e'+c
3. Jk w dx =k fudx, k = konstanta 8. [sinudu=-cosu+c
4. J-umduzLum“-&-c- 9. fcosudu=sinu+c

m+1 ’
10. Jtgudu =1In|secu| + ¢

5. [T=Inul +c s Isecl
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11. fcotgudu=1In|sinu| +c

12. [secudu=In|secu+tgu| +c

13. [cosecudu =In|cosec4 -tgu|+c
14, [sec?udu=tanu+c

15. [cosecu cotanudu = - cosecu + ¢
16. [secutanudu=secu+c

17. [cosecucotanudu = - cosecu + ¢
du 1 u

18. fﬁ =-arctan—+c
+u a a

du .u
19. f—: arcsin—+c¢
242 a

a“—uw
du 1 u
20. fﬁ -arc sec-+ ¢
21, [ = n 234
u“+a 2a uta
_du V112 2
22. fm In Ju| +vu? +a?| +c
du Y
23. fﬁ_ In [u|+Vu? —a?| +c¢

1 1 ou
24. [Va? —uldu=-uva® - u’+-a’arcsin—+c
a

25. [vu? + aZdu =%u\fu2 + 32+%HZ In [u+ vuZ +aZ|+c

26. [u?—a? du:%u uzfa2-§321n|u+v'uzfaz|+c

B. Rumus Integrasi Trigonometri Baku

i ny — n-1 . n — X"H ) _
1. = (x™) = nx & [xndx T C (asalkann # - 1)

d 1 1
2. -(nx)=- - f;dx—lnx+c
3. i(ex) =e* s ferdx=e*+C

kx

4. = (&) = ke® s fesdx="1C

i = % : . x :a_x
5. - (a¥)=a*lna o [atdx —+ C
6. di(COS X) = -sinx & [sinxdx=-cosx+C
7. di (sinx) =cosx s Jcosxdx=sinx+C

X
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8. di (tan x) = sec’x ~ [sec?xdx=tanx+C
X
9. di (cosh x) = sinh x . [sinhx dx = coshx+ C
x
10. % (sinh x) = cosh x . [coshxdx =sinhx+ C
11. Hoga* = A ~_ dx—=loga*+C
T dx g xina xlna g
d 4o -1 1 R
12. —(sin'x) = dx =sin"x+C
ax (1-+?) (1-?)
13. £ (costx) = —= [———dx=cos'x+C
dx (1—12) (l—xz)
d 1 - 1 _ 1
14, —(tan" x) =— dx=tan" x+ C
dx 1+x (1+x2)
15. i(sil)h'1)= . o [—=—dx =sinhx+C
dx NEZES Vx4l
a ay— 1L . L - -1
16. - (cosh™) T - fmdx cosh™x+C
i -y= 1 . 1 = -1
17. —(tanh™)=—— ~Jzdx =tanh ' x + C

C. Contoh
Urutan nomor sesuai rumus

d
A5 = [ =Imu+c
u

dx 1 rd(243x) 1
a. J-E = ;fﬂTig In(2+3x)+C

x2dx 1 0d(x*-3) 1
b Jm==3J 23_3 )23111 (x*-3x)+C

?dx  =d(x3-3)

x2 = (3x?) %

2_
c fﬂzifuzl In(x2-1)+C

#-1 27 K 2

A6 [ardu==—+C
na
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10*
inl0

a. [10%dx=—+C

A7-[etdu=e"+C

a. fﬁes"dx=%f693“d(3x)=2e3"+c
b fleluxdleifeluxd(lox):ielux_,_c
T3 3" 10 30

C. f5€“dx=5§f e”d(ax)=§e‘“‘+c

AB—A17 ‘

a. fsin%x dx = 2 [sin %xd (%x)
= -2 cus%x +C
b. [sin4xdx =ifsin 4xd (4%)
= —% cos (4x) + C
sin2x
c. [tg2xdx = fmzxdx
1 psin2x
=? “[cos Zxd [2}{)
_l d(cos 2 x) __1
= T . = ;Inlsec2x| +C
1 rdu 1
e :_El“ |cos 2x| + C
atau
[tgxdx =In|secx| +C
[te2xdx :%ftg 2xd (2x)

1
=Eln |sec 2x| + C

. 1
d. fm—::'h = [sin+/x " 2dx

=2 [ sin+fxd (V)
=-2cosyx+C

A 18- ,du _ :larcth+C
a +u” a a

4
26 fatdu= 2 +C
Ina
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dx dx 1 x
Jo= o= Jare tg§+ C

x2+9  x2+32
| ang mengandung unsur x = u
2 a1z Jx20 yang & g =

v

(x>-4x+4)

_ J- d(x—2)
T T x—n43t

d
A‘lg—}f%=amsinB +C

a -u a

dx . X
fJZS— @—arcsms+c

A20—>f71= Laresec® 4

uwu?-a? 2 a

C

f f & larc secZ+C
x,/xz 9 xfx2—32 2 3

A21- A26 ‘
dx dx 1 x—a
a -erZ_q. Tharr T 2nh] xta +C
1
ol
1 x—
=-In[—=[+cC
s
dx du 1 x—a
b. Y T
'J.-sz—ll- f u’—a® 2a x+a
du lf d(3x)
w-a? 3 (33:)2—22
du _ l
w—a® 223 [x42
= _] +C
x+2

c. V1 —4x?dx— Va2 —uldu

1 1 .U
=2 uva? — u? +Eazarc sin_+C

Diktat Mata Kuliah Kalkulus - 5



1 1 . 2x
d. 12— (2x)%du =3 2% 412 — (2x)%+ ;1%arcsin T+ C
= 2?j'zv'l—fﬂ:_ac2+%arc sin2x +C

XV1—4x2+ %arc sin2x+C

1.2 Fungsi Dari Suatu Fungsi Linier Dalam X
Contoh :

1. [(5x-2)¢dx

misal 5x - 2 =z
5x =Z+2
_z+2
X ~ s
1
dx =Edz
Jadi [(5x-2)8dx = [ (2)dz
_ 11 5
= 5.?.2 +C
_ 1 7
= 3z +C
- X _ N7
= 35(5)( 2)7+C
2. [es+tdx
misalz =5x + 4
dz_5
dx

sehingga a1
B8¢ dz 5

Persamaan integralnya menjadi:

dx 1 1
z _ z — - — _poutd
je dx-fe—dzdz feSdz ze +C

3. [cos (7x+2) dx

misal z =7x+2
dz =7dx
1
dx = dz

Persamaan integralnya menjadi:

1 1 1
fcosz dx=J-cosz7 dz = ?sinz= ?sin (7x+2)+C
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1.3 Integral Dalam Bentuk Pembagian 2 Fungsi

f (x)
oM

Jika pembilang dari suatu integral merupakan turunan dari

penyebut maka akan menjadi :
f ()
f(x)

dx=lnf(x)+C

Contoh :

2x—3 .
1 [5——dx — misal:z=x-3x+5
x*—3x45

dz=(2x-3)dx
dz

=lnz+C

=In(x*-3x+5)+C

2 fzh—_édx — misal:z=2x*-4x+5

2 —4x45
dz = (4x-4) dx
— [%
- Z
=lnz+C
=In(2x*-4x+5)+C
2
3. f::_" dx — misal:z=x>—4
dz = 3x%dx

3x2
2| ——dyr=2In(x*-4)+¢C
11'3—4 ( )

4. [cotx dx
f()
f()

fcotx dx =Insinx + C

cos
dibuat bentuk f sehingga menjadi f i dx
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L5 Integral Dalam Bentuk Perkalian 2 Fungsi

[F(x). f(x) dx

Jika pengali dari suatu integral merupakan turunan dari pengali
yang lain maka akan menjadi :

[F(). f (%) dx=1 )+ ¢

1. [tanx.sec?xdx — misal:z=tgx

dz = sec? dx
= [zdz
—Z24C
2
1
= (g)*+C

2. _J'ln—xd:x

|
fﬂdl—jlnx—dx

= Jlnx .d(Inx)

1_2
:(nx) ‘C
2

Slﬂ I
3 =

sin~lx d J‘ _— 1 d
X= | sin"x. X
v1—x* V1—x2

= fsin_lx. d(sin 'x)

(sin~1x)?
2

+C

8 - Dr. Ir. Siti Jamilatun, MT.



1.6 Integral Parsial

uv—fu—dx+fv—dx

ud—dx =u.v-— vadx

‘ fudv=u.v-[vdu ‘

Penting!

Cara menentukan“u”

o Jikaf(x) — logaritma, maka yang dipilih sebagai “u” adalah
yang ada logaritmanya.
Contoh »u=Inx

e Jikaf(x) — tidakada faktor log, maka yang dipilih sebagai
“u” yang mempunyai faktor — x
Contoh —» u=x2
u=x

e Jikaf(x) — tidakadalog (In) dan pangkat x, maka yang

. n

dipilih sebagai “u” adalah e = u

Contoh :
1. [«2lnxdx
coba
() xX=u
In x = dv — maka | In x dx = X tidak ada dalam daftar integral baku
(2) Inx=u

= dv — maka [x? dx
v= §x3 —s ada dalam daftar
[udv=u.v-]vdu

3 1

[lnxx!= ln:-{—x3 f— —dx
3 T x

_13 1o
= Inx 3jx dx
(XS.XJ)
=1x3]nx-%.%x3+c

3

Diktat Mata Kuliah Kalkulus - 9



1 1
= —xslnx-ax3+C

3
2. [x2e¥dx
mis : u=x*— du=2x dx
133
dv=c—>§e
maka :
1 1
x2e3g s = xz(gegx)-fgeg’x.?.xdx
x2 2
— Ix 3x
= —eF—|x.e¥dx
3 31-
x2 2 1 1
= = 3z _= 3x 4 Ix
7 "3X IEC dx
Mis:u=x—du=1dx
dv=e*
1
=Ll
v=3©
x2.83% 2 11
= _ = 3y 3x 4 .
3 g% ¢ 73 C
2 3x
e 2 3 1 3x
= —= + 3+
3 gx € = C
3. le**sinxdx

mis:u=e%* = du=3 ¥ dx
dv=sinx — Jsinx.dx=-cosx=v
fe¥*sinxdx = uv-Jvdu

& (~cos x) - [ (-cos x) . 3 ¥ dx

= -e™cosx+3[e¥sinx—3[sinx. e dx]

3 cosx+ 3 e —sin x— 9 [e¥ sinx dx

fe¥*sindx=-¢
fe** sin dx + 9 [e3* sinx dx = -e* cos x + 3 &3 sinx
10 fe**sinx dx = -e*cosx + 3 e¥* —sin x

. 1 )
[’ sinx dx = T (-e** cos x + 3 € sin x)

10 - Dr. Ir. Siti Jamilatun, MT.



1.6 Integrasi Dengan Pecahan Parsial

x+1

Misal : [ >
x —3x+2
Nyatakan dalam pecahan parsial!
x+1 3

2 .
— — — ——> darimana?
x—2 x—1

dx — tidak ada dalam bentuk baku

2
x —=3x+2

Kaidah Pecahan Parsial
a. Pembilang dari fungsi lebih rendah dari penyebutnya
b. Faktorkan penyebutnya, menjadi :

e Faktor linier (ax + b) pecahan parsial berbentuk %
o Faktor linier (ax + b)2 — +—2
ax+b  (ax+b)?
e Faktor linier (ax + b)3 — 4.4 8 4 ¢
ax+b  (ax+b)2 (ax+b)3
o Faktor linier (ax2+ bx + ¢) = Axth
ax +bx+c
Contoh:
A
Bentuk (ax +b) » p—s
x+1
a. [ > dx
x —3x+2
—— 1 A B
_kx—1Xx—2)_-x—1 x=2

x+1=A(x-2)+B(x-1)

mis:x -2 =0 - x =2 - disubtitusi
2+1=A(2-2)+B(2-1)
3=B8B

misx - 1 =0 — x =1 — disubtitusi
1+1=A(1-2) +B(1-1)

2=-A

A=-2

Diktat Mata Kuliah Kalkulus - 11



]adi
J—— dx—f—d +f—dx

X —3x+2

=-2In(x-1) +3In(x-2) +C

Bentuk (ax + b) dan (ax + b)?2
=
C 1) (x-1)?
2 A B [
(e+D(x-1)* (x41) (x-1) (x—1)*

2= A (x-12+B (x+1)(x-1) + C (x+1)
-

misalx=0—x=1 disub

12=A (1-12 + B (1+1) (1-1) + C(x+1)

1=2C

C=%

Misx+1=0—x=-1 — disub
(-1D?=A(-1-12 + B (-1+1) (-1-1) + C(-1+1)
1=4A

A=1%

Pangkat tertinggi x?
1=A+B
1=%+B—=B=1-%=%

1 1

-1 3 1

—4].11(x+])+4]n(x-1)-2a+c
1y
_2j(x—1)2
—;J(x-lj‘zdx

241
S DT HC

=E
—_li 1yl +
> 1(xl) C

=3 &1+ C
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Bentuk (ax + b)?

2
x +1
) f(x+2)2
P41 A B C
(x+2)2 T (x+2) (x+2)2  (x+2)2
(x2+1) = A (x+2)2+B(x+2) + C
5=C

- Koef pangkat tertinggi
1=A

- Koef terendah - tidak mengandung variabel
1=4A+2B+C
1=41+2B+5

1=9+ 28

1-9 =128

B=-8/2

B=-4
Jadi

2

X +1 1 1 1
f(x+2)3 dx = [ ) dx-4f(x+2)2 dx+5 [ (x+2)3dx

=In (x+2) + 4 (x+2)14 5 (x+2)2 +¢

1 5 1
=In (x+2) + 4 D 2 ey

1 1
=4 (x+2)° dx =3 f(x+2) ®

=4 [(x+2)2dx =5[(x+2)3dx

_ 1 241 — 1 341
——4._2+1 (x+2)y-"+c 5._3+1 (x+2)"" +e
=-4. _Ll (x+2)" +e =5. _iz (x+2)2+c

=4 (x+2)1 +c = -%. (x+2)2+¢c

Diktat Mata Kuliah Kalkulus - 13



Bentuk (ax? + bx + c)

2
X

—dx
(x=2)(x* +1)

2
x A Bx+c

-+ @D e

x2 = A%?+1)+(Bx+c)(x-2)

mis =x-2=0—>x=2 disubtitusi
(2)2 =A22+1)+(B.24+0)(2-2)

4 =5A

Pangkat tertinggi = x2

1=A+B

4
1 —§+ B

4

B=13
B=-
Koef terendah
0=A-2C—>A =2C

4
E_ZC

4
-
2
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Jadi

12
2 Lz
55

:gln(x—2)+%f(x++l>dx+§f<xz_l+1>dx

4 1 2 2
—Eln(x—2)+ﬁln(x +1>+Etg—1x+C

Contoh pemfaktoran

2x+1
1) f3x—
x —7x+6
2x+1 A B C
3 = + +
CTx+ 6 x—1 x-—2 (x+3)
2
2) 253x —220x+2
x —5x +4x
2
25x —20x+2 A B c
=—+—+
x(x—l)(x—4) x x—1 x—4
xZ—Z
3)
363(x+2)2
2
x —2 A B C D E

3 2:_+_2+_3+( +2)+ 2
x(x+2) ¥ X ox x (x+2)

Diktat Mata Kuliah Kalkulus - 15



4 [

X +x

1 _A Bx+C

2 2
x(x +1) |

3 2
f7x +20x +35x—13

2 R

3 2
7x + 20x +35x—13_A

2/ 2
X (x +4x+13>

1.7 Integrasi Fungsi fungsi Trigonometri

Rumus dasar dalam Trigonometri

cx+d

2
x +4x+ 13

\_,integral bakuno 18

2 2
sin x+cos x=1

2 2
b. 1+tgx =sec x

2 2
c¢. 1+cotg x=cosec x

d. sin2x=%(1—0052x)

e. coszx=%(1+0052x)

, 1 .,
f. sinx.cosx = Esm2x

g sinx.cosy = %(cos(x - y) + sin(x + y))

h. cosx.cosy = %(cos(x — y) + cos(x + y))

i. sinx.siny = %(cos(x - y) - cos(x + y))

. .21
jbo 1—cosx=2sin 7

2
k. 14+ cosx=2cos %x

. 1xsinx= 1icos(%n—x)

16 - Dr. I Siti Jamilatun, MT.




Contoh:

x sin 2x

a. [sin®xdx =%f(1—c052x)dx=5— Tt C
b. [cos?xdx = %f(l + cos 2x) dx = §+ Shlzx +C
c. [sindxdx = [sin®xsinxdx = [(1— cos?x)sinxdx

= [sinxdx — [ cos?xsinx dx
cos3x
3

+C

= —CoSXx +

2 2

d. [costxdx = f(cos?x)” du = [ L2 gy

fl + 2 cos 2x + cos?2x
4

—1f(1+2 2 +1+1 4)d
=3 €os 2x + = + 5. cos 4x ) dx

dx

—1f<3+2 2% 4 & 4)d
—4 2 COS 4X Z.Cosx X

_1{3x+ 2 +sin4x}+c
=103 sin 2x
_ 3x sin2x sin4x

g T4 T3z tC

e. [ sin4xcos2xdx
2sinAcos B = sin(4A + B) + sin(A — B)

1
sehingga :sin4x cos 2x = 5 (2 sin 4x cos 2x)

1
= E{sin(4x + 2x) + sin(4x — 2x)}

1
=3 (sin 6x + sin 2x)

cos6x cCos2x

12 4

1
f sin4x cos 2x dx = EI (sin 6x + sin 2x) dx =—

Diktat Mata Kuliah Kalkulus - 17
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BABII
DIFERENSIASI

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang mengandung
derivative (turunan) yang mengandung variable tak bebas satu
ataupun lebih terhadap variable bebas satu ataupun lebih dari

suatu fungsi. Berikut contoh bentuk persamaan diferensial:

2
d

&1&
<

)

N |

dx
variable bebas = x; variable tak bebas= y

I.1 Koefisien Diferensiasi Baku

Diferensial baku adalah suatu persamaan diferensial yang
penyelesaiannya langsung menggunakan rumus yang telah
ditetapkan. Berikut adalah rumus-rumus penyelesaian diferensial
baku.

d
No | y=fo | = No | ¥ dy
x =f(x) dx
1 x" nx" ! }
8 cosXx —sinx
2 e* er
9 tanx sec’x
3 ekx k. ekx
10 cotx — cosec?x
4 a* a*lna
11 secx secxtanx
1
5 Inx —
x 12 | cosecx | —cosec xcotx
a 1 )
6 log x 13 | sinhx cosh x
xlna
7 sin x CoS X 14 | coshx sinh x
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Contoh:

5 3 X
1.x 4.a 7.log10
3
2.e * 5.ax 8.\/;
x -4
3.2 6.x
Jawab:
5 4 x x
1l.x =5x 50 =a lna
3x 3x —4 -5
2.e =3e 6.x = —4x
X X 1
32 =2 In2 7.log10x =
xIn10
3 3 2
4a =a lna 8.x=x2=5x2

I1.2 Fungsi Dari Suatu Fungsi
Diferensial fungsi dari suatu fungsi adalah suatu turunan fungsi
yang mengandung fungsi yang lain.

Contoh :
1. y=cos(5x—4) - %?
misal: u =5x—4
du
~_5
dx
y = cos(5x —4)
d
A sin(5x — 4)
du
d du d
_y = _u_y = — 5_sin(5x - 4) =-5 sin(Sx - 4)
dx dx du
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sinx

2. y=e

. . du
misal : u = sinx oo =c0sx
X

sinx dy u sinx
y=e »>—=e =e
du
dy du dy sinx sinx
=—.—=C(0SXx.€ =e .COS X
dx dx du

misal: u=x

du

—=2x

dx

y =sinu
dy

— =cosu
du

dy dy du
dx du dx

_y= cosu.2x
dx

2

td = 2X.CO0S X
dx

4. y=tan(5x —4)

misal:u=5x—4—>@:5
dx
dx
— =cost
dy du dy

2
=—.—=5sec (5x—4)
dx dx du
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5. y=1In(3—4cosx)

. du .
misal: u = 3—4cosx—>a=4smx

ln(3 4 cos x)

1/(3 4 cos x)

dy du d 1

4 sinx
=—.—=4sinx. =
dx dx du (3 —4cosx) (3—4cosx)
2
6. y=cos (x )
2
misa: u=x - du = 2x
dx
() > ¥ = = sinx
=cos|x = —sinx
y du
dy dx du L2
—.— = —-2xSsinx
dx du dx
3—x
7. y=e
misal:u=3—x—>du =-1
dx
. 3—x dy/ _ 3=x
-° - du €
dy du dy 3-x  3-x
=—1l.e —e
dx dx du

8. y= (4-x - 5)6
du

misal: u =4x—-5 - =4
dx
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y=(4x-5)">P/ =6(ax-3)

d du d
D 46(ax—5) =24(ax—5)°
dx dx du

1.3 Perkalian Dua Fungsi
Diferensial perkalian dua fungsi merupakan suatu persamaan
yang akan diturunkan mempunyai perkalian dua fungsi.

y=uv

| |

dy dv du
ax Yo TVax

Contoh:

1.

2.

3
y=x sin3x
3 2
misal: u = x du = 3x
dx

v=sin3x—>dv/ =3cos3x
dx

dy 3 ] 2
—=x.3cos3x+sin3x.3x
dx

y 3 , 2 .
—=3x cos3x+sin3x sin3x
dx

d 2

—y=3x (x0053x+sin3x)

dx

2
y=x tanx

2
misal: u = x _)du =2
dx
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du 2
v=tanx - =sec x
dx

dy 2
—=xx+tanx.2x

dx

dy 2

—_= x(sec X+ 2tanx>
dx

3. y= esx(3x +1)
5x du _ 5x

isal: u = =5
misabu=e - dx e
du
=(3 1 =3
v=_3x+1)> I
d 5 5
—y=ex.3+(3x+1)5ex
dx
d 5 5
—y=33x+(3x+1)56x
dx

3
4. y=x sin5x
. 3 du 2
misal u=x - = 3x
dx

v=sin5x—>du/ =5cos5x
dx

dy 3 ) 2
—x 5cos5x+ sin5x.3x
dx

dy 3 2 .

— =5x cos5x+ 3x sin5x
dx

d 2

d—y:x (5xcosSx+35in5x)
X
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2
5. y=x Inx
du
=2
dx X

v=lnx—>du :1/
dx X

dy 21
—=x.—-+Inx.2x
dx X

d
—y=x+lnx2x
dx

2
misa: u=x -

I1.4 Pembagian Dua Fungsi

Diferensial pembagian dua fungsi merupakan suatu persamaan
yang akan diturunkan mempunyai fungsi pembilang dan penyebut
sebagai pembagi.

~du dv
” dx 2
Contoh:

sin3x . du 1
1. =——->u=sin3x - =-
x+1 dx «x

v:(x+1)—>dv =1

dx
dy (x+1).36053x—sin3x.1

dx (x+1)°
B 3(x+1)cos3x—sin3x

(x+ 1)2
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2x 5
e X
— —lInx2e
dy X
- 4x
dx e
cos 5x 5x du .
3. y= e3x+2 S u= cosSx—>E— —5sin5x
3x+2 dv 3x+2
v=e - = 3e
dx
3x+2 x+2
dy ( SSme)—COSSx 38
dx 2
3x+2
e
3x+2 | 3x+2
du —5e sin5x — 3e cos5x
- 6x+4
dx e
sin3x
4, y=—>- —>u—sm3x—3c053x
tan 2v dx

2 v
v=tan2x = 2sec 2x—
dx
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2
dy tan2x.3cos3x—sin3x.2sec 2x

2
dx (tan2x)
2
dy 3tan2xcos3x—2sin3xsec 2x
dx (taan)Z

IL.5 Diferensiasi Logaritmik

Persamaan yang akan dideferensialkan yang kita kenal pada
perkalian dan pembagian adalah 2 variabel u.v atau v/u. Jika
diketahui ada lebih dari 2 variabel maka dilakukan diferensiasi

logaritma.

Iny=hu+lnw-—Inv
ldy 1du 1ldw 1dv

: —t—— ———
u.w ydx udx wdx wvdx

y:_
v dy [1du 1ldw 1dv
T z-a*wa‘?d—x}
Contoh:
2
i 2
1. =22 su=x _)du = 2x
cos 2x dx
V=coS2x=-2sin2x
. dw/ _
w=sinx - = CcoSX
dx
dy x.si 1
X .sinx
A —.2x+——cosx— (—ZSian)
dx cos2x xz sinx cos 2 x

2 cosx sinx
—+——+2
X Sinx cos2x

(%+cosx+2tan2x)
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4 3x 4 3
2. y=x e tanx—->u=x - du/dx =4x

3x 3x
w=e -dw/dx=3c

2
v=tanx = dv/dx = sec x

d 2 3x 1 3 1 3x 1 2
Y=x"¢ tanx=—.4x +—.3¢ +—.sec x
dx x4 e3x tanx
4 2
sec x
=-4+34+—
X tanx
x 4x 4x
3. y= S>u=e -du/dx=4%e
X CcoS2x

3 2
w=x —dw/dx=3x

v=cos2x—->dv/dx=2sin2x
4x

d e 1 1 2 1 ,
2= = ——=.3x ———.2sin2x
dx 3 4x - 4x 3 cos 2x
X cos2x c A4c x
3 sin 2x
=422
x csx

=4—§—2tan2x

__ (Bx+1)cos2x
- 2x
C
w = cos 2x — dw/dx = -2 sin 2X

v=cx—>dv/dx = 2cx

—>u=(3x+1) > dv/dx=3

dy  (3x+1)cos2x 1 1 , 1 2x
== = .3 —2sin2x) ——.2c
dx CZX (B3x+1) + cos 2x ( ) EZX
_ 3 sin 2x
(3x+1) cos 2x
3
= —2tan2x—2
(3x+1)

5. y=x5sin 2x cos 4x > u =x°> - du/dx = 5x*
w = sin 2x = du/dx = 2 cos 2x
v = cos 4x — dv/dx = -4 sin 4x
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1 1

dy 5 1 4
—=x sin2xcos4x=—.5x +—
dx x5 sin2x  cos4x

(—4sin4 x)

=§+Zcot92x+4tan4x

1.6 Diferensiasi Fungsi Implisit

Fungsi implisit merupakan perluasan dari fungsi biasa/eksplisit.
Misal jika ada suatu persamaan dimana varible x dan y berkaitan
sangat erat (tidak terpisah), maka dapat dikatakan terdapat fungsi
implisit dalam persamaan tersebut.

2 y — terdefinisix
y=x°—4x+2 b
y disebut fungsi eksplisit dari x

y dan x tidak bisa dipisahkan

Xy +siny =2 h y disebut fungsi implisit dari x
karena (fx) tersirat didalamnya.

Contoh :
1. x2+yz2=25

d d d
a(xz) + a(}’z) == (25

dy
2 2y—=0
X+ ydx
dy
2y—=—2
ydx x

dy  2x  x

dx 2y

2. Diketahui persamaan x2 + y2 - 2x -6y + 5 = 0, jika titik x = 3,
y=2. Tentukan:

a. Nilai (3)
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2
b. Nilai (&)
dx
Penyelesaian:

a 2+2y2-2-62=0

dy
2y—-6)—=2—-2x
dx

dy 2-2x
dx_Zy—6
dy 1-—x
dx y-—3
=3 y= dy _ 173 _ 2 _
X_3'y_2_)dx_2—3_—1_2
2
d — —9.d_
b. d—2—>x—3,y—2,dx—2
X

d (y)zjx(l—x)u_) u=1—-x>=du/dx=-1

dx y=3/p v=y—3>=dv/dx =dy/dx
0-3)(=DH-(1-x)dy/dx
-3)?
_ (2-3)(=D-(1-3)?
@32

1+4
=—=5
1

dx

3. Diketahui persamaan x2 + 2xy + 3y? = 4. Tentukan nilai Z—)yc
X2+ 2xy + 3y2 =4

u=2x-du/dx=2

— 2xy —
v=y->dv/dx=dy/dx

dy dv du

=U.—+v.—
dx dx dx
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dy dy
2x+2x.—+2y+6y—=20
dx dx

L
(2x+6) ol 2x — 2y

dy —2x—24
dx 2x+6
dy —x—4
dx  x+3

I1.7 Diferensiasi Persamaan Parametrik
Persamaan parametrik adalah persamaan yang menyertakan
variabel x,y pada variabel yang ke tiga secara terpisah.

y=cos2t }t — parameter

x=sin t )x,y - pers. parametik

Contoh:
dy d°
1. Carilah d—z, —Z dariy = cos 2t,x =sint

dx
Penyelesaian:
* y=cos2t
dy
—=—2sin2t
dx
e x=sint
dx .
— = coS
dt
dy — ﬂﬂ =_2sin2 t.L berasal dari rumus
dx dt dx cost

i % cosx — 17 ein 2 x

—2sinae sin x cosx =-2sin2x
—csmer —

cost sin 2x = 2 sinx cos x

—2(2sint. t T .
— 2(@sint.cost) jadi sin 2t=2sin t cos t
cost

=-4sint
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d%y _d fdy
b. o3 T dx (dx)
—1(745&*1 t)
- dx

d dt
=—(—4sint)—
a‘.t( )dx

1
=—4cost.—
cost

=-4

3
y =3sin6 —sin 0 (ay d’y )

)
dxdx

2.
3

x =cos 0
Penyelesaian:

3
y=3sinf —sin 0
y . 2
d—z3cos€—33m 0.cos@

3
x =cos 0

dy ,
—=23cos 6 (—sinb)
de

1

dy _ dy dé
—2cos0sinf

o2
it =(3cos€—35m 9.0059).

2
__3cosf-3sin 6O.cos b

—3cos@sinb

2
__3cosf (1-sin 6)

2
—3cos Osinf

2
—3cos 6 cos 6
2
3cos Osinf

—cos 6
sin@

= —cotanf
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d
- (—cotanb)

d ae
= E(_ cotan@)a

2
—cosec 0.

1

1

2
—sinf3cos 6

1

2 " 2
sin 6 (sinf)(3cos 0)

1

3 2
3sin Ocos 6
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BABIII
FUNGSI GAMMA DAN BETA

Fungsi Gamma dan Beta merupakan fungsi-fungsi istimewa
yang sering muncul dalam pemecahan persamaan differensial,
proses fisika, perpindahan panas, gesekan sumber bunyi,
rambatan gelombang, potensial gaya, persamaan gelombang,
mekanika kuantum, dan lainnya. Fungsi Gamma dan Beta
merupakan fungsi dalam bentuk pernyataan integral dan mudah
untuk dipelajari. Kedua fungsi ini biasanya dibahas secara rinci
dalam fungsi bilangan kompleks (di sini hanya dibahas secara
definisi dan sifat-sifat sederhana yang dimiliki fungsi tersebut).

Fungsi Gamma
Didefinisikan dalam bentuk :

b—oo

n-1 —x i n-1 —x
F(n) = f x e dx=Ilim | x e dx
0

— Konvergen untuk n > 0

Hasil integral menyatakan bahwa F(n) = (n - 1) !

F(n) disebut juga fungsi factorial atau perkalian berlanjut
dengann=1,2,3, ..

Contoh :

r(1) =7

n-1 —x X n-1 —x
F(n) = f x e dx=Ilim | x e dx
0 b—oo
1-1 —x i 1-1 —x
F(l) = f x e dx=1lm|x e dx
b—oo
0
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-b -0
=1im[—e +e ]=1

b—oo

Jadi T(1) = 1

Rumus rekursi dari fungsi Gamma :
F(n + 1) = nF(n)
Dimana F(l) =1
Contoh :
1. T2)=A+D)=1I(1) =1
2. TB)=@2+1)=2r(1)=2
3. T(3/2)=@1/2+1)=1/2r(1)=1/2

Bila n bilangan bulat positif :
r(n+1) =n!
Dimana F(l) =1
Contoh :
1. T2)=AQ+D)=1=1
2. T =2+1)=21=2
3. TW=@B+1)=3'=6

Bila n bilangan pecahan positif :
F(n) = (n — 1). (n — 2). .. al'(a)
Contoh :
1. T(3/2)=(1/2)T(1/2)
2. T(7/3) =(4/3) (1/3)T(1/3)
3. TI(7/2) = (5/2)(3/2) (1/2)T(1/2)
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Bila n bilangan pecahan negatif :

'n+1)
rn) = ——=
n) -
atau
'n+m
r(n) = L™
n(n—1)...
Contoh :
1 r(=3/2) = L(-3/2+41) _ [(-1/2) _ T(-1/2+1) _  T(1/2) _ T(1/2) _ 4T(1/2)
-3/2 -3/2 (-3/2)(-1/2)  (-3/2)(-1/2)  (3/%) 3
2. T(=5/2) = T(=5/2+1) _ [(=3/2) _ T(=3/2+1) _ T(-1/2) _ T(-1/2+1) _
-5/2 —-5/2 (=5/2)(=3/2)  (=5/2)(=3/2) (=5/2)(=3/2)(-1/2)
r(i/2) _  8T(1/2)
(-15/8) 15

Beberapa hubungan dalam fungsi Gamma :

. T(1/2) =T

e TM=Mmn-1)!

s I'(n)= @

e I'(MI(1—n)= Sinnm
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Soal Latihan :
Hitunglah f xbe™2* dx
0

Jawab :
Misal:2x =y - x=%y - dxzédy
Jikax =0, makay=0

Jikax = w0, makay = o

f xbe % dx = f (Ey) e Edy = f (E) yée™ dy
0 0 0

Fungsi Beta
Didefinisikan dalam bentuk :

1

B(lm,n) = J-xm‘l(l —x)" 1 dx

0
— Konvergenuntukm >0 dan n >0
Sifat :

Blm,n) = p(n,m)
Bukti :

1

Blm,n) = f XM — )t dx

0

1
Ja=ymr gyt ax
0

1

- f yn—l (1 _ y)m—l dx
0

=pB(n,m) - terbukti
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Hubungan fungsi Beta dan fungsi Gamma :

I'(m) T'(n)
plm,n) = I'm+n)
Contoh :
_T(3)I(E) _T@E)I(G) _ 214! _
L B35)= r(3+5) = Tr(@® 7!
1 1

48 1

T 5040 ~ 105

2. fx‘* (1- x)3 dx = st_l (1- x)4—1 do

0 0

=pG4A =
Soal-soal dan Penyelesaian
1. BuktikanI'(1) =1
Penyelesaian :
Diket: I'(1) =1
ra) = fomxl‘le‘xdx =
limy,_, o f;) xl-le=*dx
= limy e fob e~ dx
= limy o0 [—e 718
=limp_w[—e?+e’=1
2. Hitunglah T'(7)=....
Penyelesaian:
Diket: I'(7)
I'n+1) =n!
(7)) =T(6+1)=6!'=720
3. Hitunglah I (— g)
Penyelesaian :
Diket: I'(-3)

r(n) =22

()=

N

= (D s

38 - Dr. It. Siti Jamilatun, MT.

T(5)T(4) 413! 144 1
r(5+4) 8 ~ 40320 280

Penyelesaian :

Misal y = 2x = dy = 2dx
=1

dx = 2dy

Jkkax=0 y=0

X = ooy = Co

o _ o0 1 _v 1l

fﬂ xCe~2dx = fo (Ey)"e y;d'y
1.7 (0 6 _

=@ fy ytedy
L7 (o 7.1 _

=Q) ), ytedy

= =@a=2=2

> 27 7 128

) —e_xt

6. Hitungl= fo 1497
Penyelesaian :

. N e
Diket: B(p,q) = fo (1+x)p+a
p—1=4

q=7
g=7
q =
_T(5)Ir)
Blp.q) = TG +2)



9. Hitunglah

r(5/5)

4. Hitunglah d/p

Penyelesaian :

r(%/,)
)

I/ _ Clpdprdsy 3
(/) (/) 4

Diket :

. Hitung [, x®e~2¥dx

p=06
qg—1=4
q=>5
B(p,q) = F')ria)
’ Tp+q)
_I®reo)
p(65) = T(6+5)
_ sl s
“Tray 100
_ 5l4321)
= 109-87:6'5!
24 __1
T 30240~ 1260
. r@3)raes)
. Hitunglah “ras
Penyelesaian :
T(HL25) _ 21(15)(0.5)I(0.5)

[(45  (35)(2.5)(15)(0.5)(05)

_ 2
T 35eS5

6r("/3)
5r(%/3)

Penyelesaian:

6r(’/z) _ 6(H/3)(/3rd/z)
50(%/5) 5-0(%/3)

7.

11.

4111 4!

T e
a1
T 654 30

Hitung [ = fol x%(1—x)*dx
Penyelesaian :

Bp.@) = [y x°(1 — )*dx
Bp.q) = [y P71 (1 — )T Ndx
p—1=5

—r(3

=1¢3)

—2p

=3T3

Hitunglah fol x7(1 —x)7 dx
Penyelesain :

Bentuk Umum B(p,q) =

fﬂl x°(1 — x)7dx

B, @) = [y (1 - x)T " dx

p—1=9

p=10
q—1=7
q=8
NN
Bp.q) =———=
F'p+q
_ T(10)I(8)
p(10,7) = T(10+8)
_ a7 o7
“Trasy) 17

91(7-6:5-4-3-2:1)
T 17161514-13-1211-109!

5040 1
T 980179200 194480
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o 2 2p (5
10. Hitunglah [~ x5 e~ dx 12. Hitunglah 331;((3//2))
20 V2
Penyelesaian : Penyelesaian:
Bentuk umum: fm xMle=%dy = 2 5
r(n) ’ 2rély - Cpd/prdsy
3r33/y 3.5
n-1=§ ZF( /2) 2 (/z)r( /2)
2
n=s4s _3: Gy
3.1
n:% 2 (/2)
oo 2 _x _ 6/12 _ E
fo x3 e dx __3/4 =3

=T(n) dengan n =§
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BAB IV
DERET

Barisan adalah himpunan besaran Ui, U, disusun dalam urutan
tertentu dan masing-masing suku dibentuk menurut pola tertentu
pula yaitu Ur = f(r).

Contoh:

1,3,5,7

2,6,18,54...
Deret dibentuk oleh jumlah suku-suku besaran.

contoh :

1,3,7,5,7...barisan

1+3+5+7 ...deret

A. Deret hitung (DH)
a+ (a+d)+ (a+2d)+a+3d) + ...
a = suku pertama
d =beda

®

suku(U) ke-n=a+ (n-1)d

(ii) jumlah n buah suku yang pertama

Contoh :

Sn=g(2a + (n - 1)d)

Jika suku ke-7 suatu deret hitung (DH) adalah 22, suku ke 12
adalah 37 tentukan deret tersebut !

Jawab :

Un =a+(@-1)d
U; =a+ 6d=22
legzﬂ_lld::!?

-5d=-15
d=3

d=3=at+t6d =22

a+6(3)=22
atl18 =22
a=4

maka deretnya :4+7+ 10+ 13+ 16+ ...
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Latihan
1. Sukuke 6 DH =-5
Suku ke 10 DH = -21
Tentukan jumlah 30 suku deret pertama.

Jawab :

Us =a+5d=-5 d=4=a+5d =-5

Uiy =a+9d=-21 ats(4)=23
4d=16 a=15
d=4

S, = g (2a+ (n—1)d)
S0 =32—°(2.15 +(30-1)—4)

Sso = 15(30-116)
=15 (-86)
S;e =-1290
Maka jumlah 30 suku deret pertama yaitu -1290.

2. Pada tahun pertama sebuah butik memproduksi 400 stel jas.
Setiap tahun rata-rata produksinya bertambah 25 stel jas.
Berapakah banyaknya stel jas yang diproduksi pada tahun ke-
5 dan berapa total jas yang diproduksi pada tahun ke-5?
Penyelesaian:

Banyaknya produksi tahun ke 1, 2, 3, dan seterusnya
membentuk suatu barisan yaitu: 400, 425, 540, ....
A =400 dan d = 25, sehingga

Us=a+4d
=400+ 4(25)
=400+ 100

Us =500

Jadi banyaknya produksi pada tahun ke-5 adalah 500 stel jas.
Total produksi pada tahun ke-5 adalah

Sa=2(2a+ (n~-1)d)

S» = 5/2 (2(400)+(5-1)25)
Sy = 2250
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B. Deret Ukur (DU)
atar+tar2+ad+ ..
(i)|suku ke -n = arn! |
(ii) jumlah suku yang pertama

_a(1-n)"
Sn T 1-r

Contoh :
8+4+2+1+%+ ..dst

tentukan jumlah 8 buku pertama

. , 4 1
Diketahui:r=-=-

8 2
a=38

=152
16

Latihan !

1. Jikasukuke 5DU =162
Suku ke 8 DU = 4374
Tentukan deret tersebut !

Jawab :
Us=art=162
Ug = ar’ = 4374
7
ar 4374
=
ar 162
r3=27
r=3=art =162
a(3)*=162
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a =2
maka:a+ar+ar2+ar3+ ...
2+ 6+18+ 54+ 162 + ...

2. Diketahui suatuderet2 + 6 + 18 + 54 + ....
Tentukan suku ke-10 dan jumlah 10 suku pertama!

Penyelesaian:
a=2
r=6/2=3

9
suku ke-10 = ar = 2(3)°

jumlah 10 suku pertama :

10
“(1‘r ) 2(1-(3)10 _
_ ( 3) ) _ 2(1-59049) _ 59048
1-r 1-3 -2

C. Deret Pangkat Bilangan Asli
Deret 1+2+3+4 .37
Deret hitung dengana =1

d=1
Yir=1+2+3+4+5..+n

=g(2a+(n—1)d)=@

_ n(n+1)
T2

jadi kesimpulannya Deret pangkat bilangan asli

2711 . _ n(n2+1)
2711 7‘2 _ n(n+1)6(2n+1)

1 2
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Contoh :
1) Hitungjumlah deret };

Jawab :

S5 =Yn(3+2n)
= Zi(Sn + 2n2)
= Zi’ 3n+ Zi’ an
=3 Zi n+2 Zi n2

-3 (n(n+1)) +2 (n(n+

5
o1 n(3 + 2n)

2

1)(2n+1)
)

5 (2)+2(£42)

=45+110
Ss =155

3
2) Zi=12n+n

3

S4 =Zi=12n+n
. 4 4 3
—22n21n+2n:1n

-2 (n(n2+1)) + (n(n2+1)
-2(5)+ ()
=20+ 100

Ss =120

;
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D. Deret Tak Berhingga
1,11
Contoh:1 +E+Z+§+”"

deretukur:a=1,r=%

_a(l-n"

1-r
CEUAL

= =2(1-3)

-/
2

. 1 .
ika n sangat besar, 2» sangat besar, maka — sangat kecil.
g 2 " g
2

Sn

. 1
]1kan—>~,—n—>0
2

Jumlah semua suku dalam deret tak behringga diberikan
oleh:
S~ = hanya limit batas

Sn= Lt {Sn}=2(1-0)=2

n-~

Ini berarti kita membuat deret sedekat mungkin dengan 2
dengan mengambil banyak suku yang cukup banyak.

Deret hitung: 1+3+5+7 ...
a=1d=2

Sn =n?

Jika n besar — Sn besar pula

Jikan -~ —> Sn—>~

Pada deret hitung — jika mencari jumlah tak terhingga akan
diperoleh

+ ~

-~
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Adakalanya dapat menghitung jumlah tak terhingga suku

deret ukur:
Sn = @ jika |r| < 1 maka untuk r* — 0 untuk n - ~
. _ a(1-0) __a_
Sehingga S~ = - =
a
S~=1=
Contoh:
1. 20+4+4+08+0,16+ 0,032 + ...
S~=...7
Jawab :
a=20
0.8 1
r=—=02=;-1r[<1
a 20 5
Y= o 120
5
S~=125

2. Suatu deret tak hingga jumlahnya 20 dan suku pertamanya
10. Hitunglah jumlah 6 suku pertamanya.

Penyelesaian:
a
S~ =1
10
20 =T
20(1r) =10
20-20r =10
20r =10
10 1
r = —_—= -
20 2
a(1 —rn)
Se 1-r
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Se = -
2
315 11
5 16
RANGKUMAN
1. DeretUkur:a+ar +ar?+ar3+ + ...
n=arnml
_a(-n)"
Sn = 1-r
2. Deret Hitung:a + (a+d) + (a + 2d) + a + 3d)
Un=a+ (n-1)d
_n(n+1)
3. Deret pangkat bilangan asli
n_ _ n(n+l)
z:1 ="
n_2 _ n(n+1)(2n+1)
er - 6
Zn 3_ n(n+1) 2
17T 2
4. Deret tak terhingga:Sn=U1+ U2+ ...Un
jika Lt S memberikan harga tertentu = konvergen
no~
Lt S _tidak memberikan harga tertentu = divergen
n g g
n—o~
5. Kaidah Uji Kokeonvergenan

a. Jika Lt U, = 0, deret mungkin konvergen

n—-~

Lt Un # 0, deret pasti divergen

n-~
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b. Uji perbandingan - deret perbandingan yang penting

p p P p
Jik P > 1 deret konvergen

P < deret divergen

c. Uji pembagian D’alembert untuk deret-deret bersuku
positif

U +1
Jika Lt l"] < 1 deret konvergen
n-o~ N
U +1 .
Lt Tk 1 deret divergen
n-o~ 1
U +1 . _
Lt = 1 Tidak ada kesimpulan
n-o~ 1

d. Deret pada umumnya
1) Jika Y] U, konvergen, maka YUy, konvergen mutlak
2) Jika Y U, divergen, tetapi YU, konvergen maka YUy,
konvergen bersyarat
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BABV
LIMIT FUNGSI

Limit digunakan didalam kalkulus untuk mencari turunan dan
kekontinyuan. Limit fungsi adalah salah satu konsep mendasar
dalam kalkulus dan analisis, tentang sifat suatu fungsi mendekati
titik masukan tertentu.

Definisi : “Limit f{x) Ketika x mendekati a sama dengan Z, tetapi x
#a".

Kalimat “tetapi X # a” menunjukkan bahwa dalam menentukan
limit f(x) Ketika x mendekati a, tidak pernah dianggap x = a.
bahkan tidak harus terdefinisi pada x = a. Hal yang diperlukan
adalah bagaimana f didefinisikan didekat a.

Contoh:

2
x —1

fx) =

x — 1
Pembahasan :

Agar fungsi dapat terdefnisi untuk sebuah pecahan : % ,maka b #
0, sehingga x #1.
Karena di titik tersebut f(x) berbentuk %. Tetapi masih dapat

dihitung beberapa nilai f(x) jika x mendekati 1.

X 0.9 0.99 0.999 0.9999 1 1.0001 1.001 1.01
f(x) 1.9 1.99 1.999 1.9999 o 2.0001 2.001 2.01
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Sehingga dari tabel dan grafik
disamping  terlihat bahwa f(x)
mendekati 2 jika x mendekati | yang
secara matematis dapat dituliskan
sebagai berikut:

’ X2 -1
lim, 4 po 2

2
g By || . x2—1 T
Dibaca: Limit dari \\Tl untuk nilai x

mendekati 1 adalah 2.

X+ 1+Xx

1. Limit sebuah konstanta nilainya adalah tetap.

TEOREMA LIMIT
limk=k
X—C
Contoh:
lim4 = 4
X—=C

Contoh :
lim2x=2x3 =6

x—3

3. lim_ [f(x)+ g(x)] = lim_ _f(x)+lim g(x)]

Contoh:

xX—>C

1im[x+9]= limx+1im9 =5+ 9 = 14

x—5 x—5 x—-5

4. lim _ [f(x) — g(®)] = lim___f(x) — lim g(x)

Contoh:

X—C

lim[x —5]= limx — lim5 =-2—-5= -7

x—-=2 x—-=2
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5. lim _ [f(x).g(x)] = lim _ _f(x).lim g(x)

X—C
Contoh :
1mx_)5[(8 -x).(x+4)] = lim . £(8 —x).lim(x + 4)

x—5

=(8-5) (5+4) =27

. [ _ M SO
6. lim___ g(x)] T lim g(x)
Contoh :
. x 1 lim _, x .
hmx—>4[3—x] S lim(3-x)  3-4 -
x—4
7. lim___af(x) = alim___f(x)
Contoh:
lim9x = 9limx = 9e
x—e x—e
8. limx_)c[f(x)]" = [limx—w[f(x)]n]
Contoh:
lim(x —3)]” = [lim[(x - 3)]7] = (7=~
o2 x—2

9. /f(x = ’llmf(x

Asalkanlim,_ _f(x) > 0 untukn bilangan genap.
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LIMIT PADA POLINOMIAL

Jika p(x) dan q(x) adalah polynomial, maka:
e lim _ (x)= p(c)

. limx_w% pEx; untuk q # 0

Penyelesaian limit:
a. Substitusi Langsung
2-2 24 -2 _ 6

e lim = =-=1
x4 x 42 442 6
3
. x -2 _ (3*-2 _ 25 _
¢ hmx—>33x—4_ 33)—-4 5 5
b. Faktorisasi
2
. 1 2x —3x—-2 _ . Cx+D=-2) _ .
lll’l’lx_)2 T = llI‘[lx_)2 W = hmx—)Z(ZX + 1)
=20)+1=5
2
- . x +9x-10 _ . (x—=1)(x+10)
1lr1’1x_>1 ? = llmx_)lﬁ = llmx_)l(X + 10)
= (1)+10 =

c. Perkalian Sekawan

+3
*  lim—— = lim= ‘Fi

x—>9\[ x—>9\f— \P+3

] x=9)([x+3) \/7
im———— = (9+3 =6
x—9 (x=9)

2
. x —9
= |im———— =1lim X

[2 f
=3 |x +7-4 X3 |x 4+7-4 AT+ 4
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2 2 2 2
x —9Hx +7+4) x —9Hx +7+4)

lim— lim

x—3 X +7 16 x -9
limJx +7+ 4 = /(3)2+7 +4 =
x—3

d. Diferensiasi (L’Hospital Rule)

. px) _ pl@ _ 0
llmx_)c@ =4 0 maka berlaku
li P _ e P _ PO
MMyse ) 7@ 4@
Contoh :
1. lim_, 5% = 5(3)2 = 45

2
2. limx_>3(5x —20)= 5(3)%2- 20=25
2 2 2

. 5x" 20 . 5x" 20 5(3)2-20

3. lim Y = lim \/x xfz‘[ =2
x—3 x x—3 x x 3 3
2

, x +3x-10 _ . (x+5)(x=2) _ (x+5) _ (2+5) 7
4. llmx*Z R - llmx—>2 x+3)(x=2) x-2 (x+3) | (2+3) 5

. x +3x-18 _ ;. (x+6)(x—3) _ ;. (x+6) — (3+6) —
5 llmx_)3 N = llmx_)3 e li -3 T s 3

. 20 =3x+2 _ . @=-2)(x-1) _ . -1 _ @1 _ 1
6. lim_, S =lm_, oy - lim _,—=—" =7

. X —x—6 _ . (x+2)(x=3) _ (x=3) _ (=2-3) _
o lme X 4342 lim..,_, (+)(x+1) Xo=2 (x41) | (-2+1)
P \[;—2 _u \/;—2 e (x-D0+4) (Jx=2)(x+4)

UL x—4 UL x—4 xm x4 (x2—16) - 4 (x—4)(x+4)

(J4 —2)

{* -2

m
-4 (x—4)

(4-4)
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BAB VI
DERET PANGKAT

»  Deret pangkat untuk x=0
n 2 n
Zc X =c,t+c,x+c,x +...+¢c. x +...
n 0 1 2 n
n=0

= Deret pangkat untuk x=a

[oe]

Z c,x—a)t=cy+c (x—a)+c,(x— a)’+... +c,(x —a)"+.

n=0

Dimana a merupakan pusat dan ¢4 ¢;, ¢z, .., ¢ merupakan
konstanta, sedangkan x merupakan variabel.

1. Deret Binomial
Teorema Binomial (n = bilangan positif)

(@+b)" = a" +na"th + 2D gn-2p? 4 HEE D grosp3y g

n-1) xz n n(n-1)(n-2) x3

v (1+x)n=1+xn+n(

2! 31
-1 -1 -2
(1—x)n= 1—nx+n(n )xz_n(n )(n )x3+...
2! 3!
‘/ -1 _ x3 xs X7
tan x=x——+——-—+..
4 6
v sin2x=x2—%+24i5
2 3 4

X
Voe =1l+x+T+ T+t

—x 2 3 4
X X X
Ve =l-xtutgty

Diktat Mata Kuliah Kalkulus - 55



Harga Limit — bentuk-bentuk tak tentu(memasukan deret)

A um(M> _u_ 7
. x—0 X2—5x+8 8 2
3 2
[ 2x +5x . [6x +5 5
lim| ——— | =1lim =—=-1
x—0 2x — 5x x—0 4x — 5 -5
( 3
[+t |«
tanx—x . 315
b. lim 3 lim 3
x-0 x x—0 |k x
(.3 5 3
x o, 2x
, 3 15
=lim
x-0 I x3
o)1 X
=lim{-+—+
x-0 3 15
_ 1
3

d.lhn{ﬁi&ﬁ}-lun

x—0 x—0

3 5 7
x+++)x}

= lim —4——- —
o0 51 71

3!
—_— 1 —_—
3x2x1 6
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Kaidah L Hopital

{0} )

1
x—a g(x) x-a | g (x)
3 2
a. lim |~ _x_l} = (o) 0 langsung
{2 = (S = L tangoung)
3 2 2
ol +x —x-—1 o 13x +2x-1
lim =lim{————
>l x +2x-3 x=1
{3 +2- 1} 4 1
242 4
b. il_r)r; {C“h%} = g(langsung)
X X
5 coshx —e 5 sinhx —e
im{——— =lim{————
x—0 X x—0
1
=—=-1
c. lim {xz sin 3x} {ZX 3 cos 3x}
x—=0 x +4x
_0-3 -3
4 4

. sinh x—sinx 0
"
x—0 X

~ \coshx —cosx

lim{—— =
2

x—0 3x

. (sinnx —sinx
lim{—— =

0
0
0
x—0 6x 0
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lim
x—0

{coshx + cos x} 2 1

Atau.......
x X% X7 x x5y
. (sinhx —sinx ) T‘l'ﬁ"'_l_(x_ﬁ"'_r_T"' )
llm{—}=hm X+
x=0 x3 X0 3
2x% 2x7
— i =r t 71
_xl{’?) X3
3 2
. x —2x +4x-3 1-2+4-3 0
e. llm{ - }:{451}:5
x—1 4x —5x+1 ot
3 2 2
o lx —2x +4x-3 o 13x —4x+ 4
lim 2 = lim{ ————
x=>1 4x 5x+1 x-1 8x—5
3—4+4 3
—_—t=—=1
8—-5 8
£ ll tanxx_l sec x—1 E:O
smx x -0 cos x—1 1-1
Zsec x.tanx 0
le =
—sinx 0
Zsec x. sec +2tanx.2secx.tgx 2
llm = =2
—CoSX -1

li X oS x—sinx
g. um 3
x—0 X
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DERET UKUR = Un = arn1

_ a(l—rn)

1-r

Sn

Deret yang jumlah n sukunya (S,) tidak mempunyai nilai limit,
artinya deret divergen.

Contoh:

1. Tinjaulah deret ukur: 1 + % + é + % + 8—11 +... konvergen atau

divergen
n
a(l—r) 1
S =——=,a=1r=-
" 1—r 3
n
/
11 1-
’ Ty 2 1
3
Sn = 1 ~7; 3\ T a
1—/ 2 3
3 3
: .2 1 2
limS = llm—<1——n>=— (konvergen)
n-ooo n—)oo3 3 3

2. Tinjaulah deret ukur: 1+3+9+27+81+... konvergen atau

divergen
n n n n
5_1(1—3)_1—3 1-3 3 -1
nT1-3 -2 -2 2
. 31 .
lim$S = lim = (divergen)
n—oo n—oo

n
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DERET HITUNG =Un=a+ (n-1)d
Sn =§(2a+ (n—1)d)

DERET PANGKAT BILANGAN ASLI

2
N_ _ n(n+l) n 3 _ (n(n+1)
er T2 er _{ 2 }

irz _ nn+1)(2n+1)

6
1

DERET TAK BERHINGGA : Sn =ul +u2 + ... un

Jika LimSn memberikan harga tertentu — konvergen S~ = 1;;
n-~

LimSn tidak diberikan harga tertentu = divergen.

n—-~

5n+3 i
1. L = Lim = -
2n—7 7 2
n-o~ n—~ 2—
n
244/ _3/
n 2
on’ +4n—3 " 2
n —
2. Lt ——= Lt ———=-
5n—6n+1 . 6/ 1/ 5
n—-~ n—o~o— + 2
n
n
3
n -2 1
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Caral

Lt Sn—>tertentu —konvergen

n—~

Lt = 1(1-3) _ 1(1-~) __1

3 - —ym~= ~divergen

n-~
Cara 2
U, = ¢ — konvergen
Lt 1.3r1 =~ %0 — divergen
n-~
Cara3

U, 3" U n-n+1 1 .
Lt =Lt —=3""'=3 =3 = 3 divergen
n—~ n n-~3
Un = 1.3n-1
Un+1 = 3®+D)-1=3n
DERET TAYLOR

Deret Taylor diperoleh saat fpada x =a

fO =f@+f@x-a)+52. - a)? + -+ L2 (-

Contoh:
1. Tentukan Deret Taylor yang dihasilkan oleh fungsi f(x) = %
pada a=1
Pertama, turunkan fungsi f(x) = %
-1
fx)=x " - f(1)=1
’ -2 1]
flx)=-x">f(1)=-1
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Flx)=2x " > (1) =2 =2

F(x) = —6x - f"(1) = —6 = 3!
FP0) =242 5 FP(1) =24 = a1
() = 02 - (1) = (~Dn

Langkah kedua, masukkan ke persamaan Deret Taylor

—1)2 13
f(x) = 1—1(x—1)_|_2!(x2!1) 3ix-1)

n!

Y x-1"
3! + 3!

+ (-1

n+l—
X

2. Tentukan deret Taylor yang dihasilkan oleh f{x)=sin x pada

x=(m/4).

Penyelesaian:

f(x) =sinx - f(n/4) =1/2 ﬁ

f'(x) = cos x - f'(n/4) = 1/2\/;
F(x) = —sinx > f"(n/a) = =1/2 2
f""(x) = —cos x > f''(n/4) = —1/2\ﬁ

sinx = f%+@(x—f)+w(x_i) ¥ o

4 2! 1
anx =1 -9+ -9 -2y
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DERET MACLAURIN
Untuk a=0 Deret Taylor disebut Deret Maclaurin.

(n-1)

- @, ro.2 ro,3 . f ©,0b,
fx)=f(0) + 1!x+ 2!x+ 3!x+ +(n—1)!x *
Contoh:

1. Carilah deret Maclaurin f(x) = e*

Penyelesaian:

fG)=¢ - fO)=e =1
f@=e - fO)=e =1
fre=¢ > flo=e =1
U= - froy=e =1

3
x x| x x
f(x) =1+ﬁ+z+z+'“+m+"‘

2. Tentukan deret Maclaurin dari f(x) = sinx
Penyelesaian:

f(x)=sinx =- f(0)=0

f'(x) = cosx - f'(0)=1
f'"(x) = —sinx - f"(0)=0
f"(x) = —cosx - f'"'(0) =-1
P00 = sinx - F20) =0

3 5 7

. X X X
sinx —x—§+;—;+-~-
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KAIDAH UJI KEKONVERGENAN

1. Jika LimUn = 0 deret mungkin konvergen.

n-~

Jika Lim Un # 0, deret pasti divergen.

n-~

Uji perbandingan-deret pembanding yang penting
1 1 1 1 1
—t—t+—+—+.+—
1 2 3 5 n
p p p P p

Jika p>1 deret konvergen
p<1 deret divergen.

Contoh:

a. Tentukan apakah deret Y5, 3ln konvergen.

n+1

— i 3L _ g n+1 (3™ _ li ntl/ 3"\ _ 1
p - lmn—)oo ln - nl—I;[C}O 31‘L+1 n = 11im —
3

Karenanilai p < 1, maka deret konvergen.

b. Untuk menguji kekonvergenan deret

1,1 ,1,1 1 . .
1+<+—5+—+—=<+—+.. dibandingkan dengan deret
22 3 4 5 6
(4Ll 11 1 dibandinek d K
+2—2+2—3+2—4+2—5+2—6+... Ibandingkan dengan suku

1
< — dan seterusnya.
2

1 1 1 1
seletak—3<—3, —4<—4,
3 2 4 2

ut
o=

Terlihat setelah lewat dua suku pertama suku-suku deret
pertama selalu lebih kecil daripada suku-suju seletak deret
lain yang konvergen, maka deret tersebut adalah konvergen.
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D Alembert untuk suku-suku positif
. un+1
Lim Un

n—-~

< 1 = konvergen

Un+1

> 1 = divergen
nos~ 0

. Un+1
Lim

n-2

= 1 = tidak ada kesimpulan.

Contoh:

1,3,5 ,7

1+2+22+25+....

Up—atas DH > Uy, =a + (n-1)d
=1+ (n-1)2
=1+ (2n-2)

U, =2n-1

U, = bawah DU — U, = ar»!

a=1=12n1
r=2=2nl
2n—1 _ 2(n+1)  2n+1
Un n—-1’ Unt+1= m+D-1 "~ _n
2 2 2
Cara D’Albert
Ul ops1/n” me1 2""
Lt Z = /n_lz Lt ==
no~ on 2n-1/2 no~ 2 n-
1 21
= Lt .
~2n—1 2n—1
2n+1 n—n-1
= Lt .2
2n—1
n—-~
2n+1 1
= Lt .=
2n—-1 2
n—-~
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= 14 konvergen

1,2 ,3,4,5
5+§+Z+E+g+”'"

Upatas =1+ (n-1)1=1+n-1=n
U,bawah =2+ (n-1)=24n-1=n+1

n+l _ n+l

n+l+1  n+2

n
Up=—-U, +1=

a) D’Alembert
Lt U,t1 n+1/n+2
no~ U n/n+1

n

n+1n+1

n_>~n+2' n

2
tn +2n+1

2
ne~n 4+ 2n

1+7+72
n

n
Lt
2
ne~ n +2n
1+7+72
L)
Lt ———
AT
n

= tidak ada kesimpulan
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b) Lt U,= Lt nn:= 11 =1 divergen
no~ n—o~ 1+ /TL

3

2
1 2 2 2
E+g+7+§+....
atasU, =arrl=172n1=2n1

bawah U, =54+ (n-1)1=5+n-1=4+n

2n—l 2n+1—n 2
Un = m, Un + 1 =

44n+1 ~ 5+n

D’Alembert
n
2
Lt 54+n
n—1

n—-~ 2

4+n

2
2 4+n

Lt .

no~5+n 2”‘1

Lt 2nn+1 AT
o 5+n
Lt 21 (4+n)
e " 54n
__8/n+2
T 5/n+1

= 2 divergen

Konvergen Mutlak (Absolutely Convergent)
Suatu deret yang suku-sukunya positif dan negative
(Alternating Series).

Deret: 1 — % + % - i + (konvergen)
1,1, 1 :
Deret: 1+ st3 Tt (divergen)
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Jika ). | Un| konvergen, ), un, konvergen mutlak.
Jika Z|Un| divergen, tetapi ), Un, konvergen maka ) Un
konvergen bersyarat.

JadijikaX U, =1-3+5—7+9+..
maka Y [U | =1+3+5+7+9+...

Jika Y |U | konvergen maka deret }U dikatakan konvergen

mutlak
Jika }|U | divergen tetapi U konvergen, maka ) U dikatakan

sebagai konvergen bersyarat.

Contoh: Tentukanlah daerah harga x dimana deret berikut
konvergen mutlak.

Penyelesaian:
n n+l
x
lu | = ———; Ju_ +1| =
n n n n+1
(n+1)5 (n+1)5
1
w,+1 X @+ )s x(a+1)  x(1+1/n)
u, | (n + 1)5n+1 o 5(n+2) 5(n+2/n)
lw +1| S
] = 5 Supaya konvergen mutlak maka lim < 1
n—oo n n—oo n

Deret tersebut konvergen mutlak jika maka |§| < 1, yaitu |x| <5.
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CONTOH DERET PANGKAT

X XX n-1 X0
1. Sinx=x STttt (-1 e 1)'+
o< x <00
2 4- 6 x2n—2
—_ _X n—1 e —
2. Cosx=1 - + L+ - (=1 e 2)'+ 0 <
x < o
x3 2x5
3. Tanx=x+?+1—5+....
3
4. (1+0n=1+xn+ 2= DLy 4D g
n(n—l)...(n—x+1)xn foee
n!
2 3
_ n(n—-1)x n(n-1)(n+1)x
5. (I4n)"=1—-nx+ TR o
3 5 7 2n—1
6. tanlx=x-T+T-—T+ ()" =+ -1<x<1
7. Sinx = 2_£+2L
. Sin2x =x "
2 3 4 n—l
8.@—1+x+ + + Lt +(1WP' —o<x <o
2 3 4
9. X—l—x+—l——+—

3 5 7 9

. X X X x
10.Sinhx=x+ 2+ + -+ 5+

2 4 6 8

x x x x
11. COShX=1+5+Z+a+E+”"
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2 3 4 5

x x x X n—14"
12. ln(1+x)—x—7+?+:+?+...(_1) e -

1<x<1

1, |14x Lo K 2t
B =x+ T4+ttt —1<x<1
14 L =14x+x +x 42+ —1<x<1
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KTAT mATA K UL

KALKULUS

Diktat Kalkulus ini bertujuan untuk meningkatkan kemampuan
mahasiswa dalam mengembangkan konsep/ teori dalam bidang
keteknikkimiaan. Kajian utama meliputi: Sistem bilangan, Fungsi , Limit
dan kontinuitas, Turunan (differential), Deret sederhana dan deret
pangkat, Integral, Fungsi Gasnma dan Beta. Perkuliahan dilaksanakan
dengan pendekatan student center learning. Penilaian berbasis
kompetensi mencakup: partisipasi aktif, portofolio tugas-tugas, dan
ujian kompetensi.

Diktat inimembahas teori, soal dan penyelesaian tentang

Sistem bilangan

Fungsi

Limitdan kontinuitas
Deretsederhanadan pangkat
Fungsi gamma dan fungsi beta
Turunan (diferensial)

Integral
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