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ABSTRAK

Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen satuan,
serta suatu (R, S)-modul M. Suatu (R, S)-submodul sejati P di M disebut (R, S)-
submodul prima gabungan jika untuk setiap ideal I di R, ideal J di S, dan (R, S)-
submodul N di M dengan INJ C P berakibat IMJ C P atau N C P. Pada paper
ini akan disajikan pendefinisian salah satu generalisasi dari (R, S)-submodul prima
gabungan, yang selanjutnya disebut (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri.
Selanjutnya, disajikan pula beberapa sifat terkait hubungan antara (R, S)-submodul
prima lemah kiri dengan (R, S)-submodul prima gabungan.

Kata Kunci: (R, S)-submodul, submodul prima lemah, (R, S)-submodul prima
gabungan

ABSTRACT

Let R and S be commutative rings with unity and M be an (R,S)-module. A
proper (R, S)-submodule P of M is called a jointly prime (R, S)-submodule if for
each ideal I of R, ideal J of S, and (R, S)-submodule N of M satisfy INJ C P
implies IMJ C P or N C P. In this paper, we will present the definition of one
generalization of jointly prime (R, S)-submodules, that is called left weakly jointly
prime (R, S)-submodules. Furthermore,we will show some properties about the
relationship between left weakly jointly prime (R, S)-submodules and jointly prime

(R, S)-submodules.

Keywords : (R, S)-submodule, weakly prime submodule, jointly prime (R,S)-
submodule

1. PENDAHULUAN

Diberikan ring R dan ring S sebarang. Suatu R-modul telah mengalami generalisasi
menjadi suatu (R, S)-bimodul. Konsep terkait bimodul ini dapat ditemukan di dalam buku
Adkins [1].

Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan, konsep (R, S)-bimodul telah diperumum men-
jadi suatu struktur aljabar baru, yang disebut dengan (R, S)-modul. Konsep terkait (R, S)-
modul ini telah diperkenalkan oleh Khumprapussorn, dkk.,[9]. Di dalam paper [9], dijelaskan
bahwa suatu (R, S)-bimodul itu merupakan (R,S)-modul, namun tidak berlaku sebaliknya.
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Suatu (R, S)-modul dapat menjadi (R, S)-bimodul jika ring R memuat suatu elemen idem-
poten sentral.

Di sisi lain, konsep tentang keprimaan di dalam suatu R-modul telah diperkenalkan oleh
Dauns [8]. Seperti halnya di dalam R-modul, di dalam (R, S)-modul juga dapat didefinisi-
kan keprimaan (R, S)-submodulnya. Salah satunya adalah (R, S)-submodul prima gabungan.
Khumprapussorn, dkk., dalam paper [9] menyebutkan bahwa suatu (R, S)-submodul sejati P di
M disebut (R, S)-submodul prima gabungan jika untuk setiap ideal kiri I di R, ideal kanan J
di S, dan (R, S)-submodul N di M dengan INJ C P maka berakibat IMJ C P atau N C P.
Lebih lanjut, penelitian terkait (R, S)-submodul prima gabungan ini telah dikembangkan ke
radikal prima gabungan oleh Yuwaningsih, dkk.,[10].

Seiring berjalannya waktu, definisi keprimaan di dalam suatu R-modul mengalami suatu
generalisasi. Salah satu bentuk generalisasinya adalah submodul prima lemah. Konsep terkait
submodul prima lemah telah banyak dibahas dalam paper Ansari-Toroghy dan Farshadifar [2],
Atani dan Farzalipour [3], Azizi [4], Azizi [5], Behboodi dan Koohy [6], dan Behboodi [7], .

Ketika R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen satuan, penulis
akan mendefinisikan kembali pengertian (R, S)-submodul prima gabungan serta menyelidiki
beberapa sifat-sifatnya. Lebih lanjut, akan disajikan bagaimana pendefinisian salah satu gene-
ralisasi dari (R, .S)-submodul prima gabungan lemah, yaitu (R, S)-submodul prima gabungan
lemah kiri. Kemudian akan disajikan beberapa sifat terkait hubungan antara (R, S)-submodul
prima lemah kiri dengan (R, S)-submodul prima gabungan. Tanpa mengurangi perumuman,
dalam keseluruhan tulisan ini ring yang digunakan merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan, kecuali didefinisikan selain itu.

2. (R, S)-SuBMODUL PRIMA GABUNGAN

Dalam keseluuhan tulisan ini, ring R dan ring S masing-masing merupakan ring komu-
tatif dengan elemen satuan. Sifat ring komutatif dengan elemen satuan ini dapat digunakan
untuk menggantikan sifat "untuk setiap a € M a € RaS” pada Proposisi 2.1. pada paper
Khumprapussorn, dkk.,[9] menjadi sifat berikut.

Proposisi 2.1. Diberikan R dan S merupakan ring komutatif dengan elemen satuan, serta
(R, S)-modul M dan (R,S)-submodul N di M. Jika X dan Y masing-masing merupakan
himpunan tak kosong di R dan S, maka berlaku sifat:

(1) (a) Jika (RX)MS C N, maka XMS C N.
(b) XMS C (XR)MS.

(2) (a) Jika RM(YS) C N, maka RMY C N.
(b) RMY C RM(SY).

(3) Untuk sebarang himpunan W C M, berlaku W C RW S. Lebih lanjut, W = RW S jika
dan hanya jika W merupakan (R, S)-submodul di M.

Apabila ring R dan ring S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan, maka (R, S)-submodul prima gabungan didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.2. Diberikan (R,S)-modul M dengan R dan S masing-masing merupakan ring
komutatif dengan elemen satuan. Suatu (R, S)-submodul sejati P di M disebut (R, S)-submodul
prima gabungan jika untuk setiap ideal I di R, ideal J di S, dan (R,S)-submodul N di M
dengan INJ C P berakibat IM.J C P atau N C P.

Berikut diberikan sifat terkait (R, S)-submodul prima gabungan yang merupakan modifi-
kasi dari Teorema 2.7. di dalam paper Khumprapussorn, dkk.,[9].

Proposisi 2.3. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan, serta (R, S)-modul M. Pernyataan-pernyataan berikut ini adalah ekuivalen:

(1) P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan di M.
(2) Jika untuk setiap ideal I di R, m € M, dan ideal J di S memenuhi ImJ C P, maka
berakibat IMJ C P tau m € P.
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(3) Jika untuk setiap a € R, m € M, dan b € S memenuhi amb € P, maka berakibat
aMb C P atau m € P.

(4) Jika untuk setiap a € R dan m € M memenuhi amS C P, maka berakibat aM S C P
atau m € P.

Bukti. (1) = (2). Ambil sebarang ideal I di R, m € M, dan ideal J di S dengan ImJ C P.
Dari sini, diperoleh RIm.JS C RPS C P, sehingga R?ImJS? C RPS C P. Karena R dan S
merupakan ring komutatif, maka diperoleh (RI)(RmS)(JS) C P. Karena P merupakan (R, S)-
submodul prima gabungan, maka (RI)M(JS) C P atau RmS C P. Akibatnya, diperoleh
ImJ C P ataum € P.

(2) = (3). Ambil sebarang a € R, m € M, dan b € S dengan amb € P tetapi m ¢ P. Dari
sini, diperoleh (Ra)m(bS) C RPS C P. Karen Ra merupakan ideal di R dan bS merupakan
ideal di S, maka berdasarkan hipotesis diperoleh (Ra)M (bS) C P atau m € P. Namun, karena
m ¢ P, maka diperoleh aMb C (Ra)M (bS) C P.

(3) = (4). Diambil sebarang a € R dan m € M dengan amS C P. Berarti untuk setiap
b € S memenuhi amb € P. Berdasarkan hipotesis, maka diperoleh aMb C P atau m € P.
Akibatnya, diperoleh aM S C P atau m € P.

(4) = (1). Ambil sebarang ideal I di R, (R,S)-submodul K di M, dan ideal J = S di S
dengan IKJ = IKS C P tetapi K ¢ P. Ambil sebarangn € K\ P dana € I. Dari IKS C P,
diperoleh anS C P. Berdasarkan hipotesis maka diperoleh aMS C P atau n € P. Namun,
karena n ¢ P, maka diperoleh aMS C P. Selanjutnya, karena pengambilan elemen a € I
sebarang, maka diperoleh IMS C P. Jadi, terbukti bahwa P merupakan (R,S)-submodul
prima gabungan di M. |

Khumprapussorn, dkk. [9] telah mendefinisikan himpunan annihilator dari suatu (R, S)-
modul faktor sebagai berikut.

Definisi 2.4. Diberikan (R, S)-modul M dan (R, S)-submodul N di M. Didefinisikan
(N:gM)={reR|rMS C N} = Annr(M/N).
Di dalam paper Khumprapussorn, dkk.,[9] dijelaskan bahwa (N :p M) membentuk ideal
di R jika ring S memenuhi sifat $? = S. Namun, sifat S? = S ini bisa digantikan dengan

sifat komutatif dengan elemen satuan dari masing-masing ring R dan ring S, seperti dijelaskan
dalam sifat berikut.

Proposisi 2.5. Diberikan (R,S)-modul M dan (R,S)-submodul N di M. Jika R dan S
masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen satuan, maka (N :g M) merupakan
tdeal div R.

Bukti. Diambil sebarang a,b € (N :p M), maka jelas bahwa ¢ —b € (N :p M). Ambil
a € (N :g M) dan r € R, maka aMS C N dan

raMS =raMS1 CraMSS =r(aMS)S CrNS C N.
Jadi, ra € (N :gp M). Selanjutnya,
arMS = (ar)MS = (ra)MS C (ra)MSS =r(aMS)S CrNS C N.
Jadi, ar € (N :g M). Dengan demikian, terbukti bahwa (N :g M) merupakan ideal di R. W

3. (R, S)-SuBMODUL PRIMA GABUNGAN LEMAH KIRI

Pada bagian ini akan didefinisikan salah satu generalisasi dari (R, .S)-submodul prima
gabungan, yaitu (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri.

Definisi 3.1. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan, serta (R,S)-modul M. Suatu (R, S)-submodul sejati P di M disebut (R, S)-submodul
prima gabungan lemah kiri jika untuk setiap (R,S)-submodul N di M dan elemen a,b € R
dengan abN S C P berakibat aNS C P atau bNS C P.
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Diperhatikan bahwa kata ”kiri” di dalam penamaan (R, S)-submodul prima gabungan
lemah kiri ini relatif terhadap ring R. Adapun pendefinisian dan penyelidikan sifat-sifat dari
(R, S)-submodul prima lemah ”"kanan” yang relatif terhadap ring S dapat dilakukan dengan
cara yang sama.

Berikut diberikan sifat dari (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri, yang selanjut-
nya dapat digunakan sebagai pendefinisian lain dari (R, S)-submodul lemah kiri yang meli-
batkan ideal-ideal di dalam ring R.

Proposisi 3.2. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan ele-
men satuan, serta (R,S)-modul M. Suatu (R, S)-submodul sejati P di M merupakan (R, S)-
submodul prima gabungan lemah kiri jika dan hanya jika untuk setiap (R, S)-submodul N di
M serta ideal I dan J di R dengan IJNS C P, berakibat INS C P atau JNS C P.

Bukti. (=). Diketahui P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri di M. Di-
ambil sebarang (R, S)-submodul N di M serta ideal I dan J di R dengan IJNS C P. Ambil
sebarang a € I dan b € J, maka diperoleh abNS C IJNS C P. Karena P diketahui merupakan
(R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri, maka diperoleh aN'S C P atau bN.S C P. Karena
pengambilan elemen a € I dan b € J sebarang, maka diperoleh INS C P atau JNS C P.

(«<). Akan dibuktikan bahwa P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri di M.
Diambil sebarang (R, S)-submodul N di M dan elemen a,b € M dengan abNS C P. Diper-
hatikan bahwa dari abN S C P diperoleh R2abNSS? C RPS C P, sehingga (Ra)(Rb)NS® C P.
Karena S merupakan ring dengan elemen satuan, maka diperoleh (Ra)(Rb)NS C P. Akibat-
nya, berdasarkan hipotesis maka diperoleh (Ra)NS C P atau (Rb)NS C P. Akibatnya,
diperoleh aNS C P atau bNS C P. Jadi, terbukti bahwa P merupakan (R,S)-submodul
prima gabungan lemah kiri di M. |

Berikut diberikan beberapa contoh (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri.

Contoh 3.3. Diberikan Z sebagai (2Z, 3Z)-modul. Dapat ditunjukkan bahwa (27, 37)-submodul
6Z merupakan (2Z,3Z)-submodul prima gabungan lemah kiri di Z. Misalkan, diambil ideal
I = 2k7Z dan ideal J = 217 di 27 serta (2Z,37)-submodul N = x7Z, untuk suatu k,l,x € Z7T.
Diketahui bahwa

IJNS = (12klx)Z C 6Z
sehingga diperoleh
INS = (6kz)Z C 6Z
atau
JNS = (6lz)Z C 6Z.
Jadi, terbukti bahwa 6Z merupakan (2Z,37)-submodul prima gabungan lemah kiri di Z.

Contoh 3.4. Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan R dan S dengan:

a b a 0
R:{(O O>a,b€22} danSz{(b O)a,bEQZ}.

Misalkan diberikan (R, S)-modul M dengan

{5 f)

maka dapat ditunjukkan bahwa (R, S)-submodul X di M dengan

~{(iy)

merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri di M.

a,b,cEQZ},

x,yEQZ}
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Contoh 3.5. Diberikan Z sebagai (4Z,6Z)-modul. Dapat ditunjukkan bahwa (4Z,67Z)-submodul
12Z merupakan (4Z,6Z)-submodul prima gabungan lemah kiri di Z. Misalkan, diambil ideal
I = 4k7Z dan ideal J = 4IZ di AZ serta (4Z,67)-submodul N = x7Z, untuk suatu k,l,x € Z7T.
Diketahui bahwa

IJNS = (96klz)Z C 127

sehingga diperoleh
INS = (24kx)Z C 12Z

atau
JNS = (24l2)Z C 127Z.

Jadi, terbukti bahwa 127 merupakan (4Z,67Z)-submodul prima gabungan lemah kiri di Z.

Dalam R-modul M, jika P merupakan submodul prima di M maka (P :p M) merupakan
ideal prima di R dan tidak berlaku sebaliknya. Namun, di dalam (R, S)-modul sifat ini dapat
berlaku dua arah sebagaimana disajikan dalam proposisi berikut.

Proposisi 3.6. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan ele-
men satuan, serta (R,S)-modul M. Suatu (R, S)-submodul sejati N di M merupakan (R, S)-
submodul prima gabungan lemah kiri di M jika dan hanya jika untuk setiap (R, S)-submodul
K di M dengan K ¢ N memenuhi (N :g K) ideal prima di R.

Bukti. (=). Ambil sebarang (R, S)-submodul K di M dengan N C K, serta ideal I dan
ideal J di R dengan IJ C (N :p K). Berarti [JKS C N. Karena N merupakan (R,S)-
submodul prima gabungan lemah kiri, maka IK.S C N atau JKS C N. Akibatnya, diperoleh
I C (N :g K) atau J C (NgK). Jadi, terbukti bahwa (N :p K) merupakan ideal prima di R.
(<). Ambil sebarang ideal I dan ideal J di R dan (R, .S)-submodul L di M dengan IJLS C N
sehingg IJ(L + N)S C N. Berarti IJ C (N :g L + N), Karena (N :g L + N) merupakan
ideal prima, maka diperoleh I C (N :gp L+ N) atau J C (N :g L + N). Akibatnya, diperoleh
I(L+ N)S C N atau J(L + N)S C N. Terbukti bahwa ILS C N atau JLS C N. Dengan
demikian, terbukti bahwa N merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri di M. B

Berikut diberikan hubungan antara (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri dengan
(R, S)-submodul prima gabungan.

Proposisi 3.7. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan, (R,S)-modul M, serta (R,S)-submodul sejati P di M. Jika P merupakan (R,S)-
submodul prima gabungan di M maka P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah
kiri di M.

Bukti. Ambil sebarang ideal I,J di R dan (R, S)-submodul N di M dengan IJNS C P.
Karena S C S, maka diperoleh I(JNS)S C IJNS C P. Karena N merupakan (R,S)-
submodul di M, maka JNS juga merupakan (R, S)-submodul di M. Akibatnya, karena P
merupakan (R, S)-submodul prima gabungan di M maka diperoleh IM S C P atau JMS C P.
Dengan demikian diperoleh INS C IMS C P atau JNS C P. Jadi, terbukti bahwa P
merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri di M. [ |

Selanjutnya, apabila diketahui P merupakan (R,S)-submodul prima gabungan lemah
kiri di M maka belum tentu P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan. Misal diambil
sebarang ideal I di R, ideal K di S serta (R, S)-submodul N di M sedemikian hingga memenuhi
INK C P tetapi N = RNS ¢ P. Dari sini diperoleh (RI)N(KS) C (RI)NS C RPS C P.
Karena P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri maka diperoleh INS C P.
Dari INS C P, tidak dapat disimpulkan IMS C P, sehingga IMK ¢ P. Akibatnya, P
belum tentu merupakan (R, S)-submodul prima gabungan di M. Dengan demikian, konvers
dari Proposisi 3.7 belum tentu berlaku.

Konvers dari Proposisi 3.7 akan berlaku jika diberikan suatu syarat tambahan. Namun,
sebelum membahas lebih lanjut tentang konvers dari Proposisi 3.7, didefinisikan terlebih dahulu
(R, S)-submodul utama kiri (left primary (R, S)-submodule) sebagai berikut.
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Definisi 3.8. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan, dan (R, S)-modul M. Suatu (R,S)-submodul sejati P di M disebut (R, S)-submodul
utama kiri apabila untuk setiap r € R dan m € M dengan rmS C P maka berakibat r"mS C P
atau m € P, untuk suatu bilangan bulat positif n.

Adapun konvers dari Proposisi 3.7 disajikan dalam proposisi di bawah ini.

Proposisi 3.9. Diberikan R dan S masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen
satuan, (R, S)-modul M, serta (R, S)-submodul utama kiri P di M. Jika P merupakan (R, S)-
submodul prima gabungan lemah kiri maka P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan di
M.

Bukti. Diberikan P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri dan (R, S)-
submodul utama di M. Diambil sebarang a € R dan m € M dengan amS C P tetapi
m ¢ P. Karena P merupakan (R, S)-submodul utama kiri di M, maka terdapat bilangan
bulat positif n sedemikian hingga untuk setiap y € M \ P memenuhi a"yS C P. Berarti
diperoleh a™ € (P :g y). Karena P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri,
maka menurut Proposisi 3.6 diperoleh bahwa (P :r y) merupakan ideal prima di R. Akibatnya,
a € (P :g y) sehingga ayS C P. Dari sini, diperoleh aMS C P. Dengan demikian, terbukti
bahwa P merupakan (R, S)-submodul prima gabungan di M. [ |

4. SIMPULAN

Suatu (R, S)-submodul sejati P disebut (R, .S)-submodul prima gabungan lemah kiri jika
untuk setiap (R, S)-submodul N di M dan elemen a,b € R dengan abNS C P berakibat
aNS C P atau bNS C P. Dapat ditunjukkan bahwa suatu (R, S)-submodul sejati N di
M merupakan (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri jika dan hanya jika untuk setiap
(R, S)-submodul K di M dengan K ¢ N memenuhi (N :g K) ideal prima di R. Selanjutnya,
dapat ditunjukkan juga bahwa suatu (R, S)-submodul prima gabungan P pasti merupakan
(R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri, tetapi sebaliknya akan berlaku jika P merupakan
suatu (R, S)-submodul utama kiri.

Penelitian terkait (R, S)-modul masih jarang dilakukan. Dengan adanya penelitian ini
diharapkan dapat memotivasi penelitian lebih lanjut terkait sifat-sifat (R, S)-submodul prima
gabungan lemah kiri, radikal prima gabungan lemah kiri pada (R, S)-modul, serta pendefinisian
dual dari (R, S)-submodul prima gabungan lemah kiri.
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